ПРЯМОЛИНЕЙНАЯ 


ГОНОМЕТ 


СОСТАВИЛЪ 


Н. РЫБНИНЪ. 


ВЫЦПУСЕЪ ПЕРВЫЙ, 


содержащий курсъ гимназий. 


хл^лЩ 


`ИЗДАНТЕ ТРЕТЬЕ. 


МОСКВА. 
Издан1е книгоиздательства «Школа». 
(Спиридоновка, д. № 14.) 
1914. 


Предиелове къ первому изданио, 


Предлагаемый учебникъ назначается для гимназ! и реальныхъ 
училищь и будеть состоять изъ двухъ выпусковъ: основного, соотвЪт- 
ствующаго программЪ гимназий, и небольшого дополнительнаго къ нему, 
содержащаго тЪ статьи тригонометр1и, которыми программа реальныхъ 
училищь отличается отъ гимназической*). 


Обращаясь къ настоящему, первому выпуску, я долженъ прежде 
всего оговорить его объемь. Растянутость издав1я объясняется: 1) затратой 
м$фста на достижен1е возможной наглядности въ текстЪ, 2) большимъ 
числомъ чертежей и 3) большимь числомъ примфровъ и сполна рзшен- 
ныхь задачъ**). Около листа заняли «Прибавлен1я» — отд лъ, въ которомъ 
я помфетилъ вар1анты н5которыхъ доказательствъ***) и н®сколько зам$- 
токъ для учениковъ, интересующихся боле глубокимъ разборомъ вопроса: 
въ учебник, назначенномъ для старшаго возраста, такой отдёлъ мн 
казался вполн$ умфстнымъ. [Параграфы, къ которымъ имЪются при- 
бавленля, отм$чены зв$здочкой, напримЪръ: 6*, 26* ит. д.] 

ЗатВмъ, я желалъ бы обратить вниман!е на особую роль подстроч- 
наго мелкаго шрифта. Его назначене — служить учебнымь комментар1емъ 
къ главному тексту: вь форм подстрочныхь прим$чав! л помЪотилъ 
тБ поясневя и тБ вообще подробности, которыя полезны, или даже не- 
обходимы, ученику въ то время, когда онъ разбираетъ предметъ въ первый 
разъ, но которыя были бы неумф$етны въ главномЪ текстЪ, потому что 
при повторительномъ чтенйи могли бы напрасно задерживать внимане. 
Для прим$ра назову стр. 11, 13, 24, 26, 27, 28, 39, 48, 52, 53, 60, 69, 74, 
33 ит. д. 

Перехожу теперь къ краткому обзору отдфльныхъ частей учебника: 
говометраи, статьи о рёшенли треугольниковъ и статьи объ измрешяхъ 
на м$отности. 


*) Графическое рЪшен!е тр-ковъ. Примфнен!е таблицъ натураль- 
ныхь тригопометрическихь величинъ. Ршеве простЪйшихъ тригоно- 
иетрическихъ уравнении. 

**) Въ отдЪлЪ о ршен1и тр-ковъ помфщено 30 задачъ. 

*+*) См. прибавял. къ 8$ 26 и 25, 33 и 34, 47 и 48 и 64—66. 
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Гомометря 1) Вс$ теоремы общего характера доказаны въ общемь же 
видЪ. Это казалось мнЪ и согласнымь съ троебован1ями программъ *}, и же- 
лательнымъ въ интересахъ логическои полноты и строиносги изложенля; 
а трудности обобщеня я старался устранить наглядностью докаватель- 
ства и простотою его плана. [Позволю себ представить на судъ чита- 
теля $$ 10, 33 и 34 (и прибавл. кь чимъ), 37, 44—48 (и прибавл. къ $$ 47 
и 48} и 64.1 


Если бы прохожден1е гопзометр1ли въ общемь видЪ оказалось не 
соотвЪтствующимьъ количеству времени или состазу класса, то можно 
образовать сокращенный курсъ, выпустивъ икоторые параграфы учеб- 
ника, а 8$ 64—66 замЪнивъ варлантомъ, помфщеннымъ въ прибавлевяхъ. 


2) Что касается основного въ гоншюметр1и поняття тригонометри- 
ческой функщи, то здЪсь я заботился объ единств% и ясности принятой 
точки зрЪшя и объ ея строгой выдержанности **}. Въ учебной книг я 
считаю важной, особенно для начинающихъ, даже выдэржанность въ обо- 
значензяхъ. 


ИмЪя въ виду обычныя оптибки начинающихъ, я вездь настойчиво 
провожу разлише между тригопометрической функщшей и тригопометри- 
ческой лишей, а также ставлю пе видное мото вопросъ о знакахъ. 


3) Когда приходится сравнивать два тригонометрическихь зыра- 
жен1я по абсолютной величинЪ п знаку ***), то я произвожу эти срав- 
неня не совм$стно, а раздЪльно, стараясь т5мъ выразить равноцниость 


*) Такъ въ гимназической программ$ значится между прочимъ; 
«ИзмВнен!е тригонометрическихь величинъ съ изм$ненемъ дугь оть 0 
до зо и оть 0 до — ©». 

Въ объяснительной запискЪз къ программ реальныхъ училищь 
читаемъ: «При рЪшени тригонометрическихь уравненли пеобходимо за- 
ставлять учениковъ выписывать вс рфшеня этихъ уравнений въ видЪ 
общить формула». РЬшен!е же тригонометрическихъь уравнений въ об- 
щемъ вид предполагаеть пользоваше общностью теоремъ, а слЗдова- 
тельно — въ своемъ м$ст$ — и доказательство этой общности. 

Указан1е объяснительной записки, что слфдуетъь касаться теор 
тригонометрическихь функ лить настолько, наснолько она необхо- 
дима для р»шевля треугольниковъ, я отношу къ выбору теоремъ. 

Даже въ рЪьшеши треугольниковъ, если его вести строго, прихо- 
дитея иногда выступать изъ обычныхъ границъ аргумента (см. числовой 
примЪръ въ $ 145 и замЪчане кь $ 134). 

**) Позволю себЪ выдЪлить т мЪета учебника, въ которыхъ оо- 
держится постепенное ознакомлен!е учащагося съ тригонометрическими 
функшями; эти моста слЪдуюния: 3-Й отрывокъ $ 4, послфднЙ отры- 
вокь $ 5 и затЪмъ $$ 11—22. 

***) Напр. при составлении формуль приведеная. 
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обоихь олементовъ количества *) ($ 36 примБръ 2, 2-й епособъ; $$ 37, 
3,.45—48). Я счелъ также нелишнимъ разобрать и н$которые ебивчивые 
елучаи въ изолфковании знаковъ (см. напр. прибавл кь$ 73}. 

4} ДалБз, я жжелалъ бы обратить вниман!е читателя на прине- 
донный въ $ 26 «обирй приицить» и на изложене перодичности триго- 
нометрическихъ функций ($$ 29 и 30): обыиное опредВлен1е пер1одичности 
(помфщенное у меня въ форм теоремы въ концЪ $ 30), будучи вполи% 
бтрогимъ, неудобно тЪмъ, что не вызываетъ отчетливаго предетлвленая. 

5} Цъ таблицамъ я приступаю немедленно посл того, какъ уче- 
нику станетъь понятяымъ ихь ограничение острыми углами (гл. ГУ). Но 
при этомь я не останавливаюзь на устройствБ таблицъь и на обращзши 
въ ними, находя излишнимъ повторять вь учебникЪ то, что имфотся 
уже при самыхь таблицахъ **). [О составленый таблиць см. въ гл. УП.] 

6} Нахождение угловь между 0 и 360° и опрекьлеше угла въ об- 
щемь вид помЪщено главным образомъ для тригонометрическихь 
уравненй. Получаемыя формулы, затрудцительныя для ученика по 
сваей отвдеченности (напр. формуны $ 59}, я старался пояснить на- 
глядными иллюстращями. 

7) Что касается рфшовя тригонометрическихъ уравненй, то по- 
дробное изложен!е его теор1и и пр1емовъ будеть дано во второмъ вы- 
шускЪ учебника. Въ настоящемъ же выпускЪ тригонометрическя урав- 
пешя встрЪчаются въ $$ 99, 102, 103, 104, 106, 107, 144 и 145. 

Рышене треугольниковъ. 1} Такь какь харакгеръ этого отд$ла пре- 
имущественно прикладной, то я счепь умфотнымъ привести въ двухъ 
обобыхь замфткахь вЗоколько общихь указащи о лени задазь 
(35 53—90 п 103). 

2} Излагая премы рфшешя треугольниковъ, я держалея сказан- 
иаго въ $ 90. Иногда я упоминалъ также о степени точности вычисленя 
и © жпособахъ повЪоки ($$ 96, 126, 129, 130, прибавл. кь $ 126 и при- 
базл. кь $ 129) 

3) Что касается такъ называемыхъ особыхъ случаевъ рёшэня тре- 
утошьниковъ, то — по соображенямъ методическимь —я помЪотилъ ихъ 
довольно много, выбравъ, конечно, боле важные или типические ***). Н%- 


*} Ученики большэю частшо склонны считать накь тригоно- 
метрической функц мэнфе важнымъ, чБмъ абсолютная величина, и это 
врейрть отчетливости усвоенйя. 

**} Чтобы статья объ устройствЪ и употребленш таблицъ достигала 
Щи. она, во-первыхъ, должна относиться къ тБмъ именно таблицамъ, 
ызузя у ученика ча рукахь, з во-вторыхь, доижиа быть изиржена не 
въ тонъ` учебника, а въ тоиф самоучителя. По моему мнЪчио, обращеше 
въ таблицами есть ДЪло непосрэдственнаго обучен!я въ классЪ. 

***) Большую часть ихъ я взялъь изъ задачь, предлагавшихся на 
цвиичательныхъь испытав яхъ 
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которыя изъ этихь задачь рёшены въ учебник двумя способами ($$ 113, 
134, 135, 116, 137 ‘и 139), а дьБ задачи тремя способами (5$ 99 и 138). 

4) Я обращалъ внимание также на изслЪдован!е задачи, на сопо- 
этавленле результатовъ, полученпыхь различными путями, ит. п, (см. за. 
мЪчашя —въ текст и подстрочныя — къ 8$ 99, 106, 107, 111, 113, 181, 
134, 139, 141 и 143). Въ этомъ я видфль средство оживить изложенае. 

Изифреня на мфетности. ЗдЪсь я ограничилея только самымъ глав- 
нымъ. При отомъ я старался, чтобы статья имЪла характеръ по возмож 
ности геодезическый, такь что, излагая то или другое примБнеше триго- 
нометр1и, я разсматривалъ ип его геодезическую сторону, 


При составленйи предлагаемаго руководства мн служили посо- 
б1емъ кромЪ русской учебном литературы еще слБдуюцщия сочиневя: 
«Алгебраичесви анализъ» Коши и курсы тригонометри Бр1о и Буке, 
ФРебьера, Серре и Зо Мот есВ’а. Для статьи объ изм$рен1яхъ на местности 
я пользовался преимущественно «Курсомъ низшей геодез1и» А. Бика. 

Читатель безъ труда выдфлитъ самъ, что въ учебник® заимство- 
вано изъ названныхь источниковъь и что принадлежитъ составителю; 
я позволю себф только заявить, что $$ 10, 29, 44—48, 52-59 и 64 отно» 
еятея къ числу обработанныхъ самостоятельно. 


Мартъ 1894 г. 


Второе и третье изданя отличаются оть перваго лишь незначи 
тельнь ми исправлен:ями, 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ВВЕДЕНИЕ. 
Стран. 
Предметъ и раздЪлене тригонометр1и. ЗамБчане о гра- 
фическомь р$ёшен/и тр-кевь. О функщяхь вообще; значене 
таблицъ. Двоякое измЪрен1е дугъ и угловь о... .. о. 1—6 


0 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЪ ФУНКШЯХЪ (гон1ометрия), 


1. Нредварительныя поняття. Обобщене понят объ углЪ и 
дугЪ. Обцаий зидъ дугъ и угловъ, имфющихъ одни и 
т$ же начало и конецъ. Тригонометрическаи кругъ, 


Тригонометрическя лини. еее...  б— № 
И. Трохонометричесыя функцш. Ихъ измвнешя и взаимная 
завиеимость. 


Общее опредЪлен!® тригонометрическихь функций Назва- 
вая и обозначеня. Примфры вычисленля тригономет- 
рической функшщи но данному углу Построеве подвиж- 
ного радлуса по данной тригонометрической функщи. 11— 26 
Изм$невя тригонометрическихъ функщй съ изм$ненлемъ 
аргумента. Перзодичностьтригонометрическихъфункцй. 20— 24 
Зависимость между тр. Фф. одного и того же угла. При- 
м5ры вычисленая однЪхь тр. фф. съ помощью другихъ. 25— 28 


НТ. Формулы приведены. Перем$на знака вь аргумент. При- 

веденле тр. фф всякого угла кь фф. положительнаго 

остраго. Общность формулъ приведемя ....... 30— 39 
{у. ПрямБнен!е таблицъ къ вычиеленю тригонометрическихь . 

выражешй и къ нахождению угловъ. Получеще угла 

въ общемъ видф. Вычислене нБкоторыхъ выраженй, 

содержащихь тригоном функщи. Нахожден1е угловъ 

между 0 и 360°. Общий видъ угла для данной функщи. 40— 48 
1. Формулы сложешя аргументовъ, вычиташя, умножешя и 

дъленшя. НЪкоторыя изъ теоремъ о тр-кЪ. Синусъ суммы 

двухъ угловъ. Синусъ разности двухъ угловъ. Коси- 

нусъ суммы и разности двухъ угловъ. Синусъ, косинусъ 

и тангенсь двойного угла Синусъ, косинусъ и тавгенсь 

половины угла. „еее 49— 57 


УГ. Приведене выражен къ виду удобному для логариеми- 
ровашя. Общее замфчаше. Преобразовав1е суммы и 
разности двухъ синусовъ или косинусовъ. Преобразо- 
ваше суммы и разности двухъ тангенсовъ или котанген- 
совъ. Преобразоване (зпа-- 508): (па -58) и 
50*а—502р. Преобразование зп а-- зп В-+- зп у при услов1и 
а--В--?=180. Введенае вспомогательнаго угла... . 58— 63 
%Ц.- Понят1е 0 составлены тригонометрическихь таблицъ. 
Сведене къ малому углу. Приближзнное вычисленле 
синуса малаго угла; приближенное вычислеше косинуса 
малаго угла. ЗамБчание о сущесгвующихь уже табли- 
цахъ и о составлени новых „у.е. 04—67 
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Стр 
О ЕЪШЕНШИ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ (тригонометрия). 


Н%»которыя общя зам1чан]я о рфшен1и треугольниковъ ... 68и 


УП. Прямоугольные треугольники. Соотношешя между олемен- 
тами прямоугольнаго треугольника Основные случаи 
рЪшевя прямоугольныхь хреугольниковъ. Н Ькоторые 
боле сложные случаи р$шеня прямоугольныхъ тре- 
угольниковъ (10 задачъ). ‘Зам Бчан1е о двоякомъ харак- 


терз рВшеня треугольниковъ . ........,., 7Т0— 
{Х. НЪкозорыя примфиеюя прямоугольныхъ треугольниковъ. : 
Общее замфчанзе. Задачи (5 задачь) ......... 80— 


Х. Косоугольные треугольвнки. Соотношеня между элемен- 
тами косоугольнаго тр-ка; вырэжен1я площади тр-ка. 
Основные случаи р5шешя косоугольныхъ тр-ковъ. П\- 
которые боле сложные случаи р$шеная косоуголь- 
ныхъ тр-ковъ (15 задачъ). еее... 85 


ОБЪ ИЗМБРЕВШЯХЪ НА МЪСТНОСТИ. 


э\ь 


ХЕ. ИзмЪрен1е лиш п угловъ на земией поверхности. Про- 
стЪйпие угломфрвые инструменты. Общее замЪчанае. 
Изм$рен1е лиюй. ИзмЪрене угловъ; общее поняте 
объ угломЪрныхъ инструментахъ. Буссоль. Астролябя: 
измфрен1е горизонталь аго угла и угла наклоневая. 

Зам чан1е о теодолитВ. „еее 111 


ХПИ. Приложеше поямолинейной тригонометрии къ производетву 
измвревй на м$фотноети. Общее вам Бчаше. Опред$- 
лен1е неприступныхъ разстоянй. Опред$лен!е высоты. 
Трангулящя . ое еее нао в 117 


в ПРИБАВЛЕНИЯ. 


О десятичномъ дфлевли окружности. Къ вопросу объ из- 
мЪнен1и тр. фф. съ измЬненлемъ аргумента. Одинаковыя фазы 
въ ходф перодической фуниши. Варланлъ вывода соотношений 
между тр. фф. одного угла; о числ отихъ соотношени. Къ фор- 
муламъ приведен!я (общимъ). Попят!е объ обратныхъ круговыхъ 
фупкщяхъ. Выводъ формулъ для зп (‹ +8} и с (4+8) при усло- 
ви, что «>8>0 и а--8<90°. Выражене тр. фд. угла черезъ 
тангеноъ его половины Доказательство двойныхъ знаковъ въ фор- 


а 1 за а уе а 1—с54а 

2 = = а = 2=4 : 

мулахъ 515 | 5’ 85 . 5 и 5 ва 
1-сва 


Бе О 
Преобразов. форм. 5 =>. 
между элементами тр-ка; выводъь формулы а? = 5? с*—24е. с5 4 
изъ соотношен1й, припятыхъ за основныя. Къ р5шенно тр-ка 
по даннымъ 6, си 4: повЗрка вычислезмя съ помощью формуль 
Мольвейде, Къ рЪшенпо тр-ка по данпымъ а, фи А: 1) изсл%- 
дован1е задачи по сторов% с; 2) пов$рка вычисленая въ случаЪ 
двухъ рВшевн]й и иной способъ опредЗлензя в ис, .,.,., 122— 


ВВЕДЕНТЕ, 


1. Предметь и раздёлеше тригонометрм. Основную задачу 
триговометр:и составляегь рЪшене треугольниковь съ помощью 
зычисленя *). Решить треугольникъ значить найти числовую вели- 
чину его элементовъ по достаточной совокупности данныхь также 
числовыхь. 

Вообще же КЪ „тригонометри относится ббльшая часть во- 
просовъ, гдЪ въ число данныхь или искомыхь входить уголь, 
равно и друге случаи, въ которыхь примЪняются свойства триго- 
нометрическихь функщй. 

Тригонометрическя функции угловъ суть особаго рода числа, 
вводимыя въ вычислене взамЪнь угловъ; эти числа, хотя и не 
выражають угловъ съ помощью м$ры, тёмъ не менфе такъ связаны 
въ ними, что служатъ какъ бы ихь замЪетителями. 

2. Разсмотр$ве свойствъ тригонометрическихь функц! должно 
предшествовать р5шен1ю треугольниковъ. 

Такимъ образомъ въ тригонометр1и различаютъь два главныхь 
отдфла: 

1) уземе о тригонометрическихь функщяхь, называемое 
зонометилей, и 

2) учеше о рЬшенш треугольниковъ, составляющее тригоно- 
метрию въ тъеномъ смыелЪ. 

Залиьчитиае. 'Тригопометрая, содержащая р№Ъшене обыкно- 
венныхь треугольциковъ, называется прямолинейной (или плоской) 
нь отличе оть сферической тригонометрии, въ которой разематри- 
ваютея такь называемые сферическе треугольники. 


1} Ниже будеть сказано еще о графическомъ рЪшеши треугольниновъ. 


Н. Рыбкинъ. Прямолинейная тригонометр}я. 1 


3. Замбчане.о графическомъ р-шенм треугольниковъ. Кром$ 
тригонометричеекаго рЪшешя треугольниковъь существуеть еще гра- 
фическое, т.-е. такое, въ которомъ примВняется построеме. Оно 
состоить въ слЗдующемъ: олементы, данные въ чиелахъ, сначала, 
воепроизводять по масштабу и трапепортиру; затВмъ, пользуясь по- 
лученпыми лишями ип углами, строять искомые элемепты (при чемь 
образуется фигура, которая подобна р$фшаемой); каконець, изм$ряя 
ихь съ помощью т5хъ же приборовъ, получають требуемыя зиела. 

При такомъь праем$ пеизбЪжны погр$шности, — иногда значи- 
тельныя, —& такъ какъ оп зависять отъ качества чертежвыхь при- 
надлежностей и отъ искусства черченя, то и не допуекаютъ оцЗнки, 
Это обстоятельство дФлаеть графическ1Й способъ мало падежнымъ, 
между т$мъ какь тригопометр1я, примВпяя вычислене, даеть сред- 
ство опредЪлять искомыя величины съ желаемой степенью точности. 

4. 0 функшахъ вообще. Существуютъ перемЗппыя величивы, 
связашшыя между собою такъ, что каждому значенцо одной изъ 
нихъ соотвьтствуеть значеше (или даже вЪеколько значен!и) 
другой. Таковы, напримзръ, у и х въ равенствахъ: у=а--х, 
У= Й 2, у=№ 1х; таковы же радусь круга и его площадь, ребро 
куба и ого объемъ, пт. д. 

Если требуется подобрать соотвЪтетвенныя значешя такихъ 
величинъ или прослфдить ходъ измфиеня ихъ, то мы должны 
навначить рядъ значеши одной изъ нихъь и по нимъ опредфлять 
вначешя другой величины. НапримЗръ, составляя таблицу лога- 
риемовъ, принимаютъь въ уравнени у==1е х за х поел довательно 
1, 2, 3,.... и по этимъ чиеламь находять рядъ значевй у. 

Величина, которая в5 данномь вопрось получаеть свои знамс- 
ния в зависимости оть другой, называется функщей ея, а та, 
которая при этомь принимаеть свои значенля непосредственно, на- 
зывается аргументомь. Такъ, если, имфя уравнеше у=х”, будемь 
мЪнять х и опредфлять у, то х ость аргументь, а у функщя; 
если не станемъ назначать у и подбирать х, то у ееть аргументь, 
а х фупкщя. Вообще, что служить фупкщей и чтд аргументомъ, 
зависить оть`свойствь вопрова. 

5. Функшя и аргумепть могуть быть или однородны, какъ 
напр. произведен!е и множимое, или разнородны, какь папр. дуга 
и центральный уголъ. 

Что касается самой зависимости между фупкщей и аргумен- 
томъ, то иногда опа выражается такъ просто, что функцио легко 


вычислить по аргументу въ каждомь отдфльномь случа, какь 
напр. площадь квадрата по его сторонв; въ доугихь фупкщяхъ, 
наоборотъ, рядь дЪйстыи при точномъ или приближенномь вы- 
числеши ихъ назтолько сложенъ, чго для практическихь прило- 
жен разь павсегда заготовляють ряды значенй аргумейта и 
функщи и помБщають ихь въ 060быхь таблице; таковы напр. 
таблицы логариомовъ, таблицы квадоагныхь и кубическихь кор- 
ней ит. п. 

Иногда пользуются таблицами п при неособенно сложныхъ 
дъйстняхь — ради удобэтва и обережен1я времени *). Но для функций 
такихь какь логаоиомы таблицы н20бходимы: пракгическое прим$- 
неше логариемы получили только тогда, когда были составлены 
достаточно точпыя и удобныя таблицы. 

Кь числу функц этого рода относятся и тригонометриче- 
свя функц; для нихъ также имфются таблицы, которыя и со- 
етаваяють одну изъ олавныхь принадлеженостэй тригонометрзи: безъ 
таблиць тригономегрическая фупкци не имфли бы’ практическаго 
приложеня. 

6*+. Изифрене дугъ и угловъ. Какь извфотно изъ геометр!и, 
углы весьма легко опредБляются еъ помощью дугъ. 

Если дуга служюить для опредъченя угла, то ве выражають 
ми 1) в отношении въ окружности или 8) вы отношении 
5 радзусу *). 

Первый способъ — это извфетное изъ геометраи градусное из- 
эверение дуги, когда она выражается составнымь чиеломъь въ до- 
пяхь окружности: градусахъ, минутахь и секупдахъ. 

Градусному изм5реню дуги соотвфтетвуеть градуеное изм?- 
реше угла. Выгода отого соотвфтетвя та, что уголъ3) и дуга вы- 
ражаются однимь п тВмъ же чиеломъ. 

Но не должно забывать, что градусное выражен1е дуги но- 
козывазть лишь ея отношене къ окружности, можду тфмъ какъ 
градуеное выражене угла опредфляеть его вполнф (позволяеть 
воепроизвести уголь). 


” 


*} Такова, наприм$ръ, таблица умножешя, которую обыкновенно 
затоминають. 

2} Первый способъ нагляднфе и примняется въ практическихъ 
изщевреняхь, второй предпочитають въ теоретическихъ вопросахъ. 

=} Центральный. 


1* 


Второй способъ пазывастся линейнымь излизренемь дуги: вдЪеь. 
опа выражается ьъ отрошеи къ рад1усу, при чемь мы полЕ- 
зуемея не самой дугой, а ея длиной (выпрлимленной дугой); такъ» 
по этому епособу окружность выразитея числомъ 2п, полуокруж- 
ноеть числомъ п, и т. д. 

Покажемь, что, зная откошене дуги къ радтусу, можно опре- 
дфлить уголь, и сбратно. Дйствительно, пусть вапр. дуга выра- 
жается (въ радзусВ) числомь а; тотда длига ея есть аД. Озвачая 
искомый уголь черезъ х и прямой уголь черезь 4, будемь имфть 

д:44=аВ: В или х:44=а: т, 


откуда можно опредЪлить х по данному а, и обратно. 

Можно сдфлать, что уголь и дуга будуть гыражаться одвимъ 
и тБыь же числомь!): для отого тадо за мВру дия угловъ принять 
такой уголь, котораго дуга иметь Олину радтуе& (этотъ уголь. 


24 
равевъ — сел дорательно есть величина постоянная, почему и 


можеть служить м5рой). Такое измфреше утла будемь рРазыЕаль 
также линейныме, а новую угловую мБру раданомь (особато обо- 
значеня эта мфра не иметь). 

7. Въ поелФдующемь, для яености, будемь градусное выра- 
жене дуги или угла обозгачаль черезь о, В, 1,..., а линейное 
выражене черезъ а, 6, с,...; обозвачешя же х, у, д,... будемъ 
браль въ обоихь смыслахъ. 


Для перехода еъ градуспаго выражеюя на линейное или 
обратно служить пропорщя 


а: 360°=а; 2т, 


откуда а=п. в в—180°.-*) 


( 
180° 
Прилиьры. 1) Какь выразится 65% зрадусной систелиь дуга, 


имющая длину радууеа (выражюаемал въ радиус числом единица 


По предыдущему эта дуга равна 180° 2 пользуявь приближен: 


1) Но, конечно, въ неодинаковыхь единицахъ. 
*) л=3, 14159 26535 89793 23846 .... 


1-0, 31830 98861 83790 67158.... 
Я 


1 :. 
нымь значешемь -, найдемь, что она содержить 51° 17’ 44”, 8 


еъ точностью до 0,05” (это жз есть градусное выражев1е радана). 

2) Найт» линейное выражение дуги 67° 30’ (выразить в5 ра- 

данахь уголь 67° 80’). Означая, искомое число черезъь 2, получимь 
67° 30' 3 


по предыдущему ги. ре д; приближенное вычислене 


1 
дать х=1,17810 съ точностью до 5 ототысячной доли. 


Замьчалие. Имя облегчешя такихъ переходовъ существують 
особая таблицы: такова напр. «Таблица для выражения дугь в ча- 
стяхь радиуса и озратн», приложэзнная къ логаривмическимь 
таблицамъ В. Пржевальскаго. 


——.>- 


О ТРИГОНОЛИЕТРИЧЕСКИХЬ ФУНКШЯХЪ. 


(Гон1ометр/я.) 


Т. Предварительныя понят я. 


8. Обобщеще понят объ углЪ и дугБ. Геометричестя понят!я 
угла и дуги въ тригонометр1и нфеколько видоизмВняютея и рао- 
ширяются 1). 

1) Угломь въ тригонометр1и называютъь повороть одной сто- 
ропы относительно другой, т.-е. предотавляють себЪф, что одна 
сторона неподвижна, а другая, вращаясь, описала данцое число. 
угловыхъ единиць; ш.и этомъ получатся углы и боле 360° (такъ, 
можно сказаль: проволока закручена на 400°; минутная отр%лка 
въ течене 8 ч, 25 м. повертываетея на 1230°; и т. д. 

Кром величины поворота различаютъь его натравлене: если 
вращене можеть происходить по дбуль иротивополоэкнымь папра- 
влешямьъ, то при одном изъ пихъ уголь выражають положжитель- 
нымь числомъ, а при другом — отрицательнымь (выборъ знака 
завиептъ отъ условйй вопроса). 

2) Подобное же распространяется и на дуги: дуга разематри- 
вается какъ путь, который проходить точка, двигаясь по окруж- 
ности (при этомь точка можеть обойти окружность не одинь разь 
и въ двухь направлешяхь); въ дуг также различають натравле- 
н1с (одпо изъ двухьъ противоположныхь) и приписывають ей тотъ эке 
знакъ, какой имЗеть уголь. 

9. Итань вь тригопометри уголь и дуга суть перемфнныя 
величины, епособныя принимать ве значеня оть-— со до -- ©. 


1) Главнымъ образомъ ради приложешй въ высшей математикЪ. 


Означая уголь ‘и дугу какой-либо буквой, будемь подъ 
ней подразумЗваль число и знакь; напримЗрь: о==-—1070°; 


=} с=1.08; ил. д. 


10. Общий видъ дугъ и угловъ, инфющихь одни и тЪ же начало и 
конецъ. Возьмемъ какую-нибудь дугу, напр. 150°; пусть будуть Аи В 


Ра" ея начало и конець. Раземотримь другя 


.В дуги, начинаюнаяея въ той же точкз 4. 
и Очевидно, что ТБ изъ нихъ, которыя 
Л 


отличаются оть 750? на полное чиело 


о окружностей), оканчиваются также въ 
точкз В, а веБ друмя внф отой точки. 
ь Такимъ образомъ, начиная всЪ дуги 


оть точки А, получимь сиЗлующий рядь 
Черт 2, дугъ (1), оканчивающихея въ точ В. 

< |.....| —690° | — 330°| 30° | 390° | 750°| 1110° | 1470° |..... 

а о В ба 


Этоть рядъ есть ариеметическая трогрессья (безконечная въ 
объ стороны), въ которой одинъ изь члеповъ есть 750°, а раз- 
ность равна 360°; веЪ члены этой прогресеи можно получить по 
форму 2=750°--560°.и, придавая п всЪ чюлыя значешя 
ть —02 до--<о (см. ниже я числа въ таблицЪ). 

Итакь, если а есть одна изъ дугь, имвющихь данные на- 
чало и конець, то обийй видь воЪхь пдугь, имвющихь ть же на- 
чепо и конець, есть &-- 360°. и, гдЪ п означаеть перемЪнное ц%лое 
чиело (положительное, отрицательное, нуль). 

Если дуга выралкена въ доляхь радтува, то формула приметь видъ: 
а-4-2к.п (такъ, вмЪото 150°--360°. и получилось бы “ п--2п . п). 
Сказанное выше о дугахь относитея и къ угламъ. 

11. Вслутительное залльчелие кь 88 12—15. Тригопометри- 
честя фувкши, о которыхь будеть рЪчь пиже, связаны еъ углами 
злчасти при помощи построевшя. Это построене соетоить: 1) въ 
зиребтьленномь намесеши на кругъь данпаго угла какь централь- 


т} На 360° повторенные одинъ или нЪсколько разъ. 
+) Ншжщя числа объяснятся далЪе. 
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наго и 2) вь проведеши при отомъ кругф особыхь линИ, съ по 
мощью которыхъ и получаются тригопометричеемя функщи. Раз- 
смотримъ указапныя поетроешя. 

15. Твигонометричесий нругъ. Олишемъ кругь произвольным 
радтусомь и проведемь два перпендикулярныхь д1аметра; для крат- 

кости будемъ ихъ называть 200 

Р А, ©@ зонтальнымь (АА) и вертикаль 

ныме (А. Аз)*), & оба безразлично 
главными. 

Будемъ углы отечитываль оть 
одного и того же начала, а имен- 
но оть праваго горизонтальнахо 
радзуса (ОА); положительные углы 
будемь откладывать вверхъ оть 
А В Ех него (противъ сетрЪлки часовъ), а 

Черт. 2. отрицательные внизъ!). Стороны 
угла будемь различать назва- 
шями: начальный раббусь (общее намало углов } и подвиженой радгусь. 

Задащемь угла вполнз опредфляется положен1е подвижного 
радтуеа, по пе обратно: для даннаго подвижного радгуе» можно 
предположить еколько угодно угловъ ($ 10). 

Четыре части, на которыя кругь дфлится главными даме- 
трами, будемь называть четеертями (или квадрантами); онЪ ечи- 
таютея въ такомъ порядкЪ: АОА, первая четверть (первый квад- 
рамть), Д.ОА», вторая четверть и т. д. 

Примемь еще слЗдуюпий слособъ выражеюя: если уголь 
оканчивается, положимъ, въ ПП четверти, то будемь его называль: 
«уголь Г четверти», и т. п.; но такое указаюе, конечно, ничего 
не говорить о величин угла: такъ углы 120°, 500° и —200° 
одинаково назовемь углами П четверти. Если подвижной радусъ 
приходится па одпомъ изь главныхь д:аметровъ, то уголь можно 
отнести къ двумь четвертямь: папр. 540° можно разематривать 
какъ уголь П четверти или Ш четверти. 

Соотвфтетвенно угламъ отечитываются и дуги. 


*) Они и могуть быть такими, если плоскость чертежа вертикальна. 
1) Танъ углы 650° и — 150°, начинаясь общимъ ращусомъ ОА, окан- 
чиваются радлусами ОВ и ОВ,. 
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13. Кром® тглаввыхь маметровь въ тригонометрическомь 
кругв проводять еще изЪ касолельныя: чрезь пачало и комець 


первой четверти т); будемь ихъ называть: первая касательная ( М №) 
3 вторая касательная (РО). 

14. Тригонометрическя лищи. Тахь называются 1$ лини, по- 
средетвомъ которых» будуть опредЪлены тригонометричееня функцщи; 
эти линза суть слЪдуюная (на прилагаемыхь чертежахь онв лока- 


заны для каждой четверти отдЪльно; при каждомь подвижномъ 
радлусВ отмФченъ наименьшй положительный уголь). 


К 
1. п. 
4 
Ю 
Черт 4 
ти: А, ы 1. 
А 
г А 
0 
В 
Черт. 5. 


Черт. 6. Е 


1. Вертикальная проекщя подвижного рад1уса?) (00) или 


перпендикуляръ (ВС), опущенный изъ конца дуги на горизонталь- 
ный дометръ. 


2. Горизоптальная проекця подвижного радуеа (ОС) или 


перпевдикуляръ (ВЛ), опущенный изъ конца дуги на вертикальный 
маметрь. 


1) Здфсь имЗется въ виду четверть окружности, 
2) ТочьВе: проекщя подвижиого радтуса на вертикальный даметръ. 


20 


3. Отрфзокь первой касательной оть точки касаля до продол- 


женя подвижного рад1уса (АР). 
4, ОтрЪгокъ второй касательной оть точки касиия до продол- 


женя подвижного радлуса (4,2). 

5. ОтрЪзокъ оть центра до точки пересфчевя первой каса- 
тельной ‘съ продолженнымь подвижнымь радлусомь (ОЕ). [Сокра- 
щенно будемъ говорить: первый отрфзокь сВкущей]. 

6. Отр$зокъ оть центра до точки пересфченя второй каса- 
тельной въ продолженнымь подвижиымъ гадлусомъь (ОЕ). [Сокра- 
щенно будемъ говоризь: второй отрфзокъ сЪкущей]. 

15. Для каждои тригонометрической лиши возможны два 
противополозкиыхь направлевя относительно своего начала. 

Началомъ для проекцрй подвижного радтуса и отрЪзковь с$- 
кущей служить центръ круга, для касательныхь — точки касан1я"). 

Проекти подвижного рад1уеа и отрзки касательныхь берутея. 
на лияхъ, имфющихь опредфленное положен1е въ круг%, отрзкя 
еЗкущеи -— на лишш, когорая вращается вмЗстВ съ содержащимся 
въ ней подвижнымь радтусомь (при этомь. отрфзокь сокущеи бываеть 
направленъ или въ сторону подвижпого радлуса или обратно ему). 


1) Относительно перпендикуляровь ВС и ВО будеть разъяснено 
въ $ 16. 


Ц. Тригонометричееня фупкци. Ихь изм5нешя 
и взаимная завиеимоеть. 


16. Общее опредфлеше тригонеметрическихь функций. Григоно- 
летрическими фунюмями угла или дуги называются количества 
(отвлеченныя, почоожительныя и отрицательныя}, выражающия на- 
правлене и отношене къ радиусу тригонометрическиж лин т). 
Разъяснимь отдЪльныя части этого опредленя. 

1) Вь $ 15 было замЪчено, ч1о каждой тригонометрической 
лиШи свойственны два противоположныхь направленя. Выборъ 
изправлемя можно указать знакомь при чиеслЬ, выражающемъ 
длину, а имепно: условились изъ двухь лиш, измфряемыхъ въ 06% 
стороны оть общаго начала, одну выражать положительнымъ 
зивломь, а другую отрицательнымь 2). Отсюда происходять знаки 
тригонометрическихь функции 3). 

Вь тригонометрическихь литяхь яолодеительными очитають 
ТБ направлен1я, кая онф имЪфють для первой четверти, т.-е. въ вер- 
шивальных лившяхь направлен! вверх оть начала, вь горизон- 
вальныхь лишяхь вправо оть начала, а въ отрюзкать спкущей 
направлен!е сб одну сторону съ подвиженымь радиусомь (оть центра 
къ концу дуги). 

Что касается перпенцикуляровь ВС и ВО, то они служать 
для замфны проекшй ОБ и ОС*), а потому ихъ выражаютъ тёми же 
числами, какъ соотвфтотвующия проекщи. 


1} Или иначе: тригонометрическая функшя угла или дуги есть 
цнилиене тригонометрическои линьи къ радьусу, взятое со анакомь, вы- 
разсающимь направлене тригонометрической лини. 


2} Это услове (принципь Декарта) уже было примЪнено ране 
изъ угламъ и дугамъ ($ 8) 


8} Т.-е. знаки чиселъ, служащихь значешями тригонометрическихь 
функ. 

*} Чтобы можно было обЪ проекши соединить въ одномъ тре- 
УИ эЛьникЪ. 
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2) Будемь для каждой тригонометрической лини находить 
отношеше кь радтусу: въ результат получимь шесть отвлечен- 
ныхь чисель. Такъь какъ всф тригопометрическя лини сравии 
раются съ рад1усомь ?), то опь служить на тригопометрическомъ 
круг какь бы м$рою длипы, и потому полученныя отношеня 
мознно разематривать какъ выражешя длины и присоединять къ 
нимь знаки — согласно сказанному въ п. 1. 

3) Итакь каждому углу будуть соотвЪтотвовать шесть особыхъ ко- 
личествъ. Докажемъ, что эти количества не зависят оть длины радбуса.. 

Д\Ъиетвительно, измВнимь радлуеъ, оставляя тоть же уголь: 
направленя тригонометрическихь лини, очевидно, не измЪнятся, 
сяЪдовательно знаки копичествь сохранятся; далфе, повая фигура 
будеть подобна первой, а такь какь въ подобныхь фигурахь взаим- 
ное отпошене соотвтетвенныхь лиши одинаково, 10 отношеня 
тригонометрическихь лишй въ рашусу будуть имфть такую же 
величину, что и вь первый разъ. Такимъ образомъ, несмотря на 
измЪнеше радтуса, въ упомявутыхь количествахь сохранятея и 
знаки и абсолютныя величины, т.-е. эти количества не измфнятся *); 
по они, очевидно, измФпятся, осли взять новый уголъ. 

Итакъь отношения тригонометрическихь лив1Й къ радлусу, взя- 
тыя со зпаками напразленя, суть дЪйствительно фуниции угла, такъ 
какъ мБняются вмЪотБ сь угломь и не вависять оть длины рад1уеа. 

4) Изъ $$ би 8 видно, что уголь и дуга могуть выражаться 
одпимъ и тЬмъ же числомъ; поэтому тригонометрическя функуи 
Углозь суть талоке и пригонометричестя фунищи дугь, понимая подъ 
словом «дуга» число, выражающее дугу въ доляхь окружности 
или въ доляхь радгуеа. Такимъ образомь за аогументь тригоно- 
матрической функц!и можно безразлично принимать уголъ и дугу, 
чЬмъ мы п будемъ пользоваться въ дальивйшихъь выводахъ, 

17. Названя и обозначешя. Каждая изъ тригонометрическихь 
функщй имфеть 060бое назване и обозначеше: они помфщены 
въ прилагаемой ниже таблиц$ —по порядку тригономотрическихь 
лини въ $ 14. [Вь этой таблиц подстрочныя цифры при а ука- 
зывають, въ какомъ квадраш оканчивается уголь; обозначеня 
В, ВС, ОЕ ит. д. имЪють тоть же емысль, что и вь геометраи, 


*) А также и дуги — при линейномъ измфреви. 
2) Для отдЪльныхъ случаевь доказательство можно вести по- 
дробнБе (см. $ 19). 
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та 


т.-е. означаютъь Олину рард1уса, перпендикуляра, перваго отр®зка 


съкущей и т. д., разоматриваемую непосредетвенио, или число, 
выражающее длину *)}. 


о о Е бе а | 


ь | Назвалия. Примбры (ем. черт. $ 14). 


1 
| | ченя № 
1 | синусъ | Зи па =—— ма _ВС 
я | зе 5 ту В 
| 2 г я вр | 
косинусь с5 23 & ‚= ме ; < у 8” ] 
| 
$ | тангенсъ И | 2 ий $ ма = = 
4 котангеноъ © | о а, = =} ев о == = 
не еотекя | 
5 | _ ©. ОЕ 
| секаноь 56 ВО — ру ЗО 
ЕЯ НЕА ИЕН НИИ 
| 6 | косеканеь 56 сва, =; 6804 и в 


Предостазляемь самому учащемуся составить словесное опре- 
дБлене для каждой тригонометрической функции °). 


Замльчалие. Вместо «тригонометричестя функши» пля крал- 
кости часто будемь гогорить просто «функцию. 

18. Изложенное выше пояснимь еще числовыми примфрами. 

1. Уголь а оканчивается в5 Ш четверти; первый отутьзокь 
евкущей въ 5 разъ длиннюе радиуса; требуется вычислить тригоно- 
метричекую функцио. Соотвфтетвующая функщя, секань, будетъ 
отрицалельна 3), лакъ какъ давный отрзокъ еЪкущей и подвижной 
радусь лежалъь по тазныя слороны центра; отношене отрзка 
нь Гаргусу гавно 5. Такимь образомь зса=—5. 

2. Уголь В оканчивается во ТТ четверти; при радзусь фавномь 
3 вершк. второй отрюзокь спкущей содероюить 5 вершк.; требуется 
ачиелить тригонометрическую функцию. Эта функщя, косекансь, 


1} Это число, конечно, абсолютное. 


*) Наприм$ръ: тангенсомь угла или дуги называется положи- 


щельное или отрицательное количество, выражающее направлете и 
хтношене ьъ радиусу отртъзка первой касательнои; и т. п. 


$} Точн$е; будеть имЪфть отрицательное значеще. 


мо 


будеть положительна, такъ какъ данный отрфзокь сфкущей идолъ 
(изъ центра) въ одну слоропу съ подвижнымь радусомь; отноше- 
Б 


н1е олого отрЪзка къ радтусу равно т Итакъ с56 В == 5 

3. Уголь т оканчивается вь ГГ четверти; при радиусь равноль 
10 дюйм. отрюзовь второй касательной содержить 1 футь 2 дюйма, 
вычислить тригонометрическую функцию. Эта функщя, котанеенсь, 
будеть отрицалтельна, такь какъ данный озрЪфзокь паправлень 
влфво оть точки касантя; его отношене къ радлусу равно 1,4. 


Итакъ оф т== — 1,4. 
19. Замфчаше. Въ $ 16 п.3 было поставлено на видъ, что 


тригонометрическая функции не зависять оть длины рабууеа, и эта 
теорема была доказана лишь въ об- 


щихь чертахь. Для частныхь слу- 
чаевъ доказательство можно дать на- 
гляднЬе. 
Возьмемъ для примБра синусъ 
угла 1 чегверти (4.0В, = АОВ = а). 
По чертежу 7 имфемъ: 
В 


НИ № ИН 
Но изь подоб1я тр-ковь 0В,С, 
В.С, _8С. 


ыгь 


Черт. 7. и ОБС слБдуеть, что р.) 
1 


отсюда: И ее или =90 4 
да: А, ЗЕ 80, @=51 а. 
20. Прим$ры вычисленя тригонометрическихь функщй по дан- 


ному углу. Не касаясь пока обиаго вопроза, укажемъ, какъ для нЪ- 
кото зыхъ угловъ можно вычислить 


тригонометричесвя фупкщи, при- 
м$ияя только ихь опредЪленвя, 
данныя въ $ 17, и т$ формулы, 
которыя сообщаются въ курев гео- 


метри. 
Для прим$ра возьмемь уголь 


150° (ло и) . 


Черт. 8. 
Отложимъ его оть общаго начала углоБЪ въ тригонометри- 


ческомь кругЬ (длину радлуса можно брать какую угодно, такъ какъ 
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зна не вшяеть на тригонометричеекя функц!и); ностроимъ тригоно- 
метричеея лиру, съ помощью ихъ выразимь функщи и вычиелимь 
полученныя отпошеня. 


1 
о ВС 1 ВС ===. стороны правильнаго 
1) э 150°=--== 2 , 
|. Ве 
вписаннаго шестиугольника == -. 
0С*) ОС = аповемЪ правильнаго впи- 
3) сз 150°=— — 
В саннаго шестиугольника == = стороны 
ы 2 
уз правильнаго виисаннаго  треуголь- 


ника (ВО) == ВИЗ. 


Треугольникь АОЁ половина 


АЕ равносторонняго; въ полномь тре- 
о |. 
3) & 160 =——- угольникв лия ОА была бы высо- 


тои, а ливя АЁ половиной основанля; 
поэтому В =АВ.У3**). (Можно АЕ 


и В разематривать еше какъ - половину 
ИЗ стороны  правильнато  описаннаго 
шестиугольника). 
А.Ё Подобно предыдущему получимъ 
"НА ор ни 
ое: А.Р=АуЗ. (Можно также равёма- 
Е тривать А.Ш какъ половину стороны 
Кен прав. опис. треугольника). 
5) ве 150°==— ОЕ Разематривая ОЁ какъ сторону 
равносторонняго треугольника, най- 
ОЕ с 
Ни + демь В=--. ИЗ 
Уз - 


ОЕ Разсматривая тр-къ 4,РО 

6) сво 160°=--=2 какь половину равносторонняго, по- 
лучимь ОЁ-==2 8. 

Вообще, если подвижной радлусь отклонень оть главныхь 

з5жиетровь на 30” и 60, ло вычиелеше тригонометричеекихь 


*} Какь и вЪ $ 17, здесь черезъ А, ОС, АЕ ит. д означева длина 
па. 

**} Въ равностороннемь треугольникЪ высота равна половин 
четовая, умноженной на Е 
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функшИ связано съ правильными вписанными и описанными тре- 
угольниками и шестиутольниками и со свойсгвами равноеторонняго 
треугольника. 

Если подвижной рад1усь проходить посредин® четверти, то 
примЗняются формулы, относяшияся къ вписанному и описанному 
квадратамъ. Дия такихъ угловь функши еходнаго названя (вп и 
63, Ши 60, 56 и зе) имЪютгь одинаковую абсолютную величину. 

21. Полезно запомнить слЗдующтя функди: 


-1 
зп 30°= — =е$ 60° % 
> ет ЕТ 


э ет — 
сз 30° = и = 1 60° у? 
Ува 
УЗ 45 45° = 45°==1 


са 30°=УЗ = 60° 


Зная, какъ выражаются (по радтусу) стороны правильныхь 
вписанныхь восьмиугольника, досятиугольника и двфнадцалиуголь-, 
ника, цпайдемъ: 


вп 22° 307-=5И2-—УЗ; и 18° (Уб-—1); 
аи В 
вп 15°== УИ = (ие уз). 
2 4 

22. Построене подвижного рад’уса по данной тригонометриче- 
ской функ. Задача состоить въ томъ, что дано значете какой- 
либо одной тригонометрической функши и требуется найти 0- 
отв$тетвующее положен1е подвижного рад1уса на тригонометриче- 
скомъ круг$. 

РЬшен!е сводится къ слдующему: для круга можно взять 
какой угодно радзуеъ, такъ какъ тригонометрическля функщи не 
связаны съ длинои радгуса; описавъ кругь, строимъ тригонометри- 
ческую линцо, для чего сообразуемея со знакомъь и абсолютной 
величиной даннаго значешя функци; наконець переходимь съ тря- 


гонометрической лиши на подвижной радуеь. Разберемъ теперь 
отдфльные случая. 


3 
5° Синусу соотвфтетвуеть вертикаль, 


ная проекщя подвижного радйуса; такь какъ данный синусь 


1 и 2) Положимъ эп а == 
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положителень, то проекцзя направлена вверхь отъ центра; по длин® 


3 : Ь 
она соотавляеть = радлуса. Построивь вертикальвую проекщио, изъ 


конца ея возставляемъь перпендикулярь до пересЗчешя еъ окруж- 
ностью и въ полученную точку проводимь радгуеь; такь какъ не 


указано, въ какую сторопу должевъ илти перпендикуляръ, то задача 
допускаеть два рзифня: ОВ и ОВ, (черт. 9). 


В 
1 


Черт. 9. 


Черт. 10 


Если дань косинуеь, то соображешя и построеве подобны 
изпоженнымъ *). 


3 
Чертежь 9-й водержить построен1я для случаевъ: зп 4-8 и 
1 1 4 
зп а-=—5; чертежь 10-й — для случаевъ: сз а=ъи 4 =—=. 


3 и 4} Пусть будеть 4 «= Тавгенсу соотв$тетвуетъ от- 


р%зокъ первой касательной; въ данномъ случа для получешя этого 


4 
радтуеа. Конець отр®зка долженъь приходиться на продолжен 


: 3 
отрЪзка надо отложить внизъ оть точки касантя часть равную 


: : з 3 
*) Возможенъ еще слЗдуюниай прлемъ. Изъ услощя зп а = ;.заклю- 


чаемъ, что соотвфтетвующая точка окружности должна находиться выше 
3 : 
торизонтальнаго дламетра и отстоять оть иего из =. ращуса. Такихъ то- 
чекъ двЪ;: он получатся на одной параллели къ горизонтальному д1аметру. 
Въ случаЪф косинуса надо проводить параллель къ вертикальному 
тмаметру. 


Н. Рыбвииъ. Прямолинейная тригонометрая. р. 
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подвижного рад1уса, при чемъ не указано, должно ли это быть 
продолжене за конець дуги или за центрь (виередь или па- 
задъ); такимь образомь задача допуекаеть два р5шешя; мы полу- 
чимъ ихь, прозедя изь конца касательной сЗкущую черезь центрь: 
ОВ и ОВ, (черт. 11) суть искомыя положешя подвижного рад1уса 
ОВ продолжается впередъ, ОВ, назадъ). 


Черт. 12. 


Такое же разсуждеше примфнимо и къ построенио подвижного 
рад1уса по данному котапгенсу. 


Черт, 11-й содержить построевя для случаевь: № =— 
и %0=2; черт. 12-й — для случаевь: с 0= и 05 =. 
5 и 6) Положимъ вс а=—2. Секансу соотвфтетвуеть первый 


отр$зокь сЪкущей; сначала отм$римь этоть отр%зокь, удерживая 
0 же самое начало (т.-е. центръ): для этого продолжимъ напр. го- 
ризонтальный даметръ и отложимъь оть цевтра чать ОМ==28 
(черт. 14); теперь повернемъ новую линю около центра такъ, чтобы 
ея кочець пришель на первую касательную: получимъ два положе- 
шя тригонометрической лини, ОЁ п ОЁ., которыя оба равно воз- 
можны. Чтобы перейти на подвижной радлусъ, обратимь внимане 
на то, что данный секаноъ отрицателень: ото значить, что подвижной 
радлуеь и отрфзокь сЪкущей должиы быть направлены вь разныя 
стороны оть центра; поэтому ОЁ и ОЕ, продолжимь за центръ до 
пересЪченя съ окружностью: искомыя положен1я подвижного радтуса 
будуть ОВ и ОВ.. 
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Если данный секанеъ положителенъ, то модважной радтусь 
«ифдуеть взять па самой триговометрической лини (черт. 13). 


Черт. 13. (= “= Черт. 14. (56 а=- 2). 


Подобнымь же образомь поступаемь и въ случа косеканса 
(черт. 15 и 16). 


Черт. 15. [ча Черт. 16. (036 а=-25)}. 


23. Залиьчалие Т. Изъ прецдыдущаго видно, что значене три- 
тономегрической функщи, взятое отдельно (безъ какого-либо еще 
уповая), даеть вообще 0ва положешя подвижного радлуса (двЪ 
точки на окружности)*). Эти положення въ спучаЪ синуса и косе- 


*) Исключещемъ служать 1% значетя, при которыхъь подвижной 
задусь получается на главномъ д1аметр®. 
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канса симметричны относительно вертикальнаго д!амстра, въ слу- 
ча косинуса и есканса срымст]изны относительно тотизоитальнага. 
дламетра, въ елучаВ тантепеа и котантенеа сославияють одну пря- 
мую липую. 

Замьчелае П; РаземотрЪнныя построеня показываютъ также, 
кавя значешя возмсжны для каждой функщи, & именно: для 
синуса и косинуса олъ —1 до --1; для тавгенса и котангенеь 
оть-— со до -- 00; для секанса и косеканеа о1ъ — © до ТИ 
оть ЕТ до о, _ 

24. Изибнени, тригононетрическихь функщй съ измфненемъ 
аргумента. Предполоежимъ, что артументъ Г) постепенно измфняетея 
оть —с0 до -- ©, и раземотримъ соотвфтетвуюний 206%?) каждой, 
функщи. 
Каждому значентю атгухента соотьЪтствуеть оп]. едЁленное по- 
ложеше подвижного радлуса, вел дотв!е чего предполеженный выше 
ходъ аргумента равносиленъ нелрегыеному пегемщению подвижного. 


радлуса въ положительномь направленш. 
Но веВ возможныя положевя подвижного рад?уса исчериь» 


ваются въ течене одного полнаго оборота; при дальнфИшемъ же 
вращени они будуть повторяться, а отеюда произойдуть поБтоге- 
шя и вь ходф каждой функщи 3). 

Поэтому сперва изслдуемь, какъ измфняютея тригонометри- 
чесмя функцш при одномъ полномь оборотВ подеижного тадтуса 
(напр. при измфнеши угла оть 0 до 360°); поел$ этого опред$лимъ, 
чЪмъ отличается ходъ каждой функши, если его разематривать. 


65 илом. 
25. Изляьцнене пригонометрич еснижь фунниий при возра- 


стана угла озть 09 80 366°. Воспользуемся чертежами 68 14, & 
именно: предетавляя себф полсжительное вр ащене подвижного, 
рад1уса, будемъ слФдиль :а перем$нами ьъ направлеши и рлинъ. 
тригонометрическихь лин, & отеюда заключать сбъ изыЪнен!я. 


тригокометрическихь функщИ. 


1) Т.-е. уголь или дуга. 


2) Т.-е. смфну значений, 
3) Напомнимъ, что тригонометричесыя лин!и строятся но данному- 


положению подвижного ращуса. 
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Результаты приведены въ прилагаемой таблиц: для каждой 
чегворти въ аэгумзнгВ и функмяхь показаны только крайня зиа- 
ченёя; между ними функщя или тольк) увеличивается или только 
умэньшается. 


и. 
Уголъ. (0(.... 90° 190°.... 180° |180°....210° | 270°....360° 


(0....2п) | (к...) | (п....8т) | 6%®..2т) 


Синусъ В 4-х 1 1.....0 | О ..-1 | Ш, 09 


— — | 


Косннусь ана 9 (с 1 |на ОО цы 


——_—- 


Тангенсъ ба. 


— 


Котангенсь | со 


} 


Секансъ Т зу жа © 


я 


| Косекансъ со 


26*. Знамя функуй для концозь четверти требують 06о- 
60й 0з0в0ркл, такъь какъ ихь нельзя получить прямо изъ опредЪ®- 
лен й, данныхь въ 8$ 16 и 14*). 

Эш значешя получены, примняя слфздующий обийй прин- 
ито: если для данназо значеня аргумента нельзя получить значене 
фуняри прялю по опредюзеню, то отызкивають предюль, во в 
зпорому стрелгитя фунищя, если аргуманть нзопредьленно прибли- 
зкаотоя ко ‘данному чатирму значеню; этоть предьль и прину- 
жають за мекомое значене функщи. 

Тачь, чтобы найти 8 90°, надо начать еъ угла, который не- 
вого болфе или немного мене 90°, и приближая уголь къ 90°, 
соиредфлить, къ какому предБлу стремится при этомь косинус; 
воетупая такъ, получимь 3 90°-=--0, если мы начали съ угла 
1 четверти, и 6590°=—0, если мы начали съ угла П четверти. 
Такь какъ --0 =—0, то знакь опусклють и пишуть 05 90° =0. 


*} НапримЪръ, чтобы получить тангенсъ, надо сперва найти отр®- 
зовъ первой косательной; но въ случаЪ угла 90? такого отр$зка не су- 
зшествуеть, такь какь подвижной радгусъ и насательная параллельны. 
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Возьмемъь еще \ 90°. Поетупая подобно предыдущему, пай 
демъ, чхо вели уголь пеопредленио прибнижается кл 90°, то абсо- 
лютная величина тангенса пеопредЪленно возрастаета, при чемъ 
получимь -- со, если 90° служить предфломъ козрастающаго острате 
угла, и — со, если 90° служить предфломь убывающаго тулого- 


угла. Въ этомъь смысл и пишуть № 90°== 5 оо*). 
27. Для нахлядноеи приводимь еще гь отдФльной таблиц 


знаки функщИ въ каждой четверти. 


28. 1. Изь таблицы $ 25 видно, какля значевя способна» 


принимать каждая функщя, а именно: сипусь и косинуеь олъ —1. 
до --1, тангенеь и котангенеь отъ —со до --со (а.-е. всякое впа- 
чен!е), секанеь и косеканеъь оть —со до —1 и оть 1 до -- а 


(ср. $ 283). 
2. Относительно абеолютной величины функщИ замфчаемъ. 


слЗдующее: 


*) Что касается с 0, с5с0, сё 360° и с5с 360°, то и они получать. 


двойной знань, если изм нен1е угла отъ 0 до 960° не будемъ выдЪлять 
И 


изъ общаго хода аргумента: 


210°:... 960%. ‹:. 450°.... . 
| **) Такимъ образомъ въ | четверти всь 


функщи положительны, а въ каждой изъ, 


остальныхь четвертеи дв фуннши положи- 
тельны и четыре отрицательны. 

Какя функщи вь какой четверти поло- 
жительны, легко запомнить по черт. 17, если 
надписывать фунищи въ томь порядк%, какой. 
указанъ стрЪлками. | 


Черт. 17. 
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а) абсолютная зеничица синус» и косинуея не превышаеть 
единицы; тазгенсь и котангенеь могуть имфть какую угодно абео- 
лютную величину; абсолютная величина секанса и косеканса не 
хожеть быть мензе единицы. 


Ь) вь Ги Ш четвертяхь абеолютная величина синуса, тан- 
тенса и секанса возтаотаеть, а прочихъ — убываеть; во Пи [У 
четвертяхь наобороть 1). 


3. Каждая функщя иечерпываеть вс свои значення на про- 
тяжени двухъ четвертей ?), а абсолютная величина фупкщи — на 
поотяжени одной четверти (напр. первой). 


29*, Терлодичность тризонометрическихь фунний, Въ $ 24 
ноказано, что ходъ каждой тригонометрической функщи можно 
фазложиль на одинаковыя части, соотвьфтетвующия одному обороту 
подвижного радгуса. Но, разематривая таблицу $ 25, замфчаемь, 
416 въ случаВ тангенса и котангенса ходъ функщи, соотвЪтетвую 
Ш одному обороту, въ свою очередь состоить изъ двухъ одинако- 
выхь частей, соотвЗтетвующихь каждая одному полуобороту; при 
возрастан!! угла оть 180° до 360° тангенеь и котангенеь изм»- 
няются такъ же, какь и при возраслаяйи угла оть 0 до 180°3). 

Тэакимь образомъ, окончательно, ходь тангенса и котангенса 
слагается изь повторений той части его, какая соотвЪтетвуеть из- 
мнению аргумента оть 0 до 180°. Чло касаетея синуса, косинуса, 
секансх и косеканса, то при одномь оборотВ въ ихь ходЪ повто- 
рен нЪть, такь что для нихь сдфланьое раньше заключеше 
остается окончательнымъ. 

Свойство функщи повторять свой 4005 черезь равные проме- 
жутки въ аргумент, называется иерюдичностью, % наименьший 


?} Это легко запомнйть въ такой форм: возрастають (по абео- 
дютной величин, съ возрастан1емъ угла) въ нечетныхь четвертяхь не- 
чеые нумера функцей, а в. четныхъ — четные (ем. табл. $ 17). 

2) Таковы: для с3, 18, сх из и И четверть, для зп и с И 
и ГЕ четверть. 

3) Углы аиа-|- 180” имфють общёй отрБзокъ первой касательной 
за канъ ихъ подвижные радуусы составляютъ одну прямую); слЪдоват. 
лантенсы этихъ угловъ равны. Подобное же вЪрно и для котангенсовъ., 
Оеюда сл$дуеть, что напр. при углахь: 180°, 180° 1”, 180° 2”, 180° 3” 
м т.к. тангеноь и котангенсь имють т же самыя значевтя, какъ и 
зря углахъ: 0, 1", 2”, 3” ит.д. 
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изь тажихь промежутков!) пазывается иерюдомь фупкии. Такимь 
образомъь тригонометричесяя функщи суть перодическая; перлодь 
тангенса и котангеноа есть 180°; пер1одъ синуса, косинуса, секанеа, 
и косеканса есть 360°. 


30. Возьмемь какое угодно значеше аргумента и соотв$тетвую- 
щее ему значеше пер1одической функщи. Изъ предыдущаго сл$- 
дуеть, что прибавляя къ аогументу нЪеколько перодовь или вы 
читая, получимь значее функщи равное первоначальному. И на 
обороть, если существуеть такое опредъленное количество, которое 
можно прибавить ко всяколиу значению аогумента, не измфняя тфмъ 
значеня функщи, то можно показать, что эта функщя пероди- 
ческая *). 

31. Пер1одичноеть тригонометрическихь функц можно выра- 
зить сл$дующими формулами: 


1) жа=вл (а--360°.и) 2) 08 а= сз (&--360°. п) 
3) ва=№ (&--180°.”) 4) жо=е (а--180°.п) 
5) зв а=56(&--360°.%) 6) све ч==е3 (&--360°. п) 


вь козорыхь а можно придать хажое угодно вначеше, а п ебть 
неопредЪленное цВлое число (положительное или отрицательное). 
Еесни дуга выражена въ доляхъ рад1уса, то напишемъ: 


зп а=л (а--2."), ва=(ап.п) ит.д. 


1) Промежутки могуть быть различной величины: напр., если си- 
нусъ повторяеть свой ходъ по истэчени каждыхь 360°, то и по истечени 
каждыхь 720°, 1080° и т.д. онъ повторяетъь тоть ходъ, какой соотвЪт- 
ствуеть 720°, 1080° и т.д. 

2) При этомъ упомянутое постоянное количество есть или пер1одъ 
или кратное пер1ода. 

Для пояснен!я приведемъ примръ изъ алгебры. Возьмемъ у==ё, 
означая черезъ : мнимую единицу и черезъ х перемЪнное уълое число. 
Если кь аргументу х прибавить 4, то у не изм Бнится, такъ какъ это 
равносильно умножен!ю на ##, что равно 1. Ходъ аргумента и функии 
представляется въ слЗдующемъ видЪ: 


0 


— 


Хх г... —| 3 ны Я 


Такимъ образомъ имфемъ пер1одическое измвнене функщи съ пе- 
р1одомъ 4. 
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32*. Зависимость между тригонометрическими функщлями одного 
и того же угла. Межлу тригонометрическими функщями одного и 


того же угла существуеть зависимость, которую можно выразить 
сиЪдующими пятью формулами: 


03а 
[т Е (Ш; 
ва. сва=1\ (ТУ); 0369. зп а==1 (№). 
Эти формулы справедливы при вс%хф значеняхь а. 
Мы докажемь ихъ сполна для угловь первой четверти и объ- 
яаенимь, въ чемъ отличается ихь выводь для другихь четвертей. 


33*. Возьмемъ конецъь угла & въ первой четверти, 
а 

Ъ) Остальныя формулы выво- 

дятся изъ 700001я тр-ковъ, которые 


Черт, 18. содержать дин, соотвфтствующя 
функшямь. 
Такъ для формулы П беремь тр-ки ОЕА и ОВС. Изь ихь 
ь АЕ ВС 
подобля сяфдуеть: 0д=0С! раздвливь оба члена второго отноше- 


: В .‚ АЕ_ВС ОС о 
яя на п, полузамъ; а В В или т 


х А.Е _ОС. 
9 Тр-кь РОД. подобень ОВС, слБдоват. 04. — БС отсюда 
Е ОС ге 


Е НЕТ" : ва“ : 
8129--0824=1*) (Г); ее (пу; 


э) Изь прямоугольнаго тр-ка 
Г ОВС имфемь ВС?-4-00*=ОВ®. 


Раздъливь 06% части на Д?, по- 
пучимъ (7+) = . или 
В | > ==) 


512 4-|- 65° 4==1. 


или © в. 
В 59— 


58. 4 


94. В 
4) Подобе тр-ковь ОЕА и ОВС даеть: О отсюда 
ЗЕ ОВ т 


1 
идее Т.е. 36а -==—— ИЛИ 304.68 9=1. 
ОА В’ ева о 


е) ТБмь же способомь— изъ подоб1я тр-ковь РОД, и ОВСЬ— 
ШОНУЧИМЪ, 6560. 3 4 =1. 


*] 502 а пишется вмЪето (58 а). 
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34*. Если уголь а окапчиваетея пе въ первой четверти, то 


выводь отетупаеть оть предыдущаго только замь, гдЪ ветр8чаютея 
отрицательныя значешя функ: тогда отношен1е тригонометриче- 
ской лиши къ радтусу замфнится не самой функщей, но функщей 


взятой с0 знакомъь мизусь. Чтобы пояениль сказанное, выведемъ 


формулы Т, ПГ и [У для угла второй четверти. 
А, а} Изь прямоугольнаго тр-ка 


Г. ВИ” ОВС имфемъ: 
ВС*--0С?* = ОВ?, откуда 
и ВС (ес Ов\? 
А (2) + =) =(*) 


вс 
Теперь замтимъ, ч10 р = | 


о 


какъ и прежде, но = <, 
Черт. 19. я 
0” ОВ 
- ==1. Такймъ 


потому что въ настоящемь случа сз а ть 


образомъ зп? а-- (—55 а)*==1, откуда вп? а-|-с8? @==1. 
АЕ ОС АР_оОС,ВС 
Ь) Л РОЛ, ОВС, слфд. Од: = ВС отеюда ри в/п 


АР нее 0 С : Г 
но а. в а**), `р=—вза и -у=91а; такимь обрагомъ 
— вва=— откуда сво“. 

па 


*) Выражеше — с$ а по виду отрицательно, но по значению оно для 
второй четверти положительно, такъ какъ с5 а здЪсь имфетъ отрицательное 
3 уз 


значене (напр. если а == 150°, то по $ 20 с8 а = "а, сл, — са 


Воть еще н$еколько случаевъ подобныхъ этому: 1} с53100° имфеть 
отрицат. значеще; 2) У зп 2003 есть количество мнимое; 3) У 6$ 100$ есть 
количество диствительное; 4} 12 (1? 300°) возможенъ, потому, что 19? а 
всегда положительно, но нельзя написать 18 (10? 300°) = 2 [1 17 3007, такъ 


какъ 15 300° иметь отрицательное значен!е; 5} если а > 6, тоа . ви 100°> 


>>Ь. зп 100°, ноа. зп 200°<6. вп 200°; ит. д. 
АР 


**) Получено изъ равенства с{8 а и 


2% 


‚ОЕ _ ОВ. ОЕ ОВОС. 
‹) А ОЕА <> ОБС, ноэтому Вл” Об: И АЕ 

но ОЕ __ @ ОВ и НЕ [9 ол, — 56 &—= - 
И ЗЫ В” | й ПЕ ва 


откуда са. $ ч=1. 

35*. КромЪ основных формуль полезно замфлить еще слЪ- 
дующтя, которыя можно получить уже какъ уроизводныя изъ нихъ. 

1) Перемпожая соотвЪтетвенныя чаети равенствь П и Ш 
$ 32), будемь имВть ша. 0 а=1*) (УТ). 

2) ДЪля равенство Т на с52а и примфняя формулы П и Т\, 
получимъ (если переставимъ слагаемыя пертой части) 


1-62 9 = 802 @ (УП). 
3) ДЪля равенство Т на зп?а и прим$няя формулы Ш и У, 
найдемь 1-40? а=080? @ (УПО. 


Такъ какъ основныя формулы вфрны для вефхъ угловъ, то 
и новыя три, какъ ихъ слфдетве, имфють такое же свойство. 

Залпьченяе. Самостоятельно формула УТ получается изъ по- 
добля треугольниковъ, а формулы УП и УПТ при помощи теоремы 
Ниоагора (изъ прямоугольныхь треугольниковъ). 

35. ТГрилиьры опредъленая обнльюь тригонометрическихь. 
Фуныцй сз помоиумю друзить. 

Примьюз 1. Выразить сз а черезъ зп в. 

Рюшене. а) Изь формулы | имЗемъь с5?а=1—5102; слЪ®дов. 
абсол. величина сза равна абеол. величинв квадратнаго корня. 
изь 1-—5з0?а. Означая черезь У1-—з1а положительное значение. 
корня!) и соображая знаки косинуса?) въ разныхъ четвертяхь, 
найдемь: 1) для Ги ТУ четверти сз а=У1—з0а и 2) для П и. 
ПТ четверти сз о=—И/1-— 12а. 

Ь) Если кромф значеня синуса ничего болЪе не извЗотно3), 
16 0 знакЪ косинуса можно сказать слФдующее: какъ при 


*) Мяемоническае замфчан1е къ формуламъ 1У, У и УГ: Функц 
одного и того же угла) равноудаленныя оть концовъ (ряда: 51, с5, 5, Е, 
&с, 56} дають въ произведении единицу. 


1) Въ такомъ жо смыслЪ будемъ ставить знакъ У и дале. 

2} Т.-с. положительность или отрицательность его значешй. 

$) Пусть напр. задача поставлена такъ: дано значеше синуса; тре- 
уется найти значен1е косинуса, если онъ принадлежить тому же са- 
маму углу. 
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положительномь, такъ и при отрица“ельномь синусЬ косинусь 
можэть быгь и положителень и отрицалеленъ!); поэтому при 
всякомъ знаени зп а можно удержать для сз © оба знака и написать 
ва=-РУ1—чп2а*). 

Ирилиьрь 2. Выразить 5п а черезь о, если & оканчивазтея 
во Г четверти. 

Ришене. 1-й способъ. Изъ фоэмулы П слЪдуеть зп а==190.034; 
теперь опредЬлимъ 54 съ помощью фоэмуль ШУ и УП 


2 ИЕ Е 0 откуда ©$ ИН РЕК *); 
5620 1 --1е?а И1- а ” 

5 Е ве 

подетамозка въ первоз разенотво даэзть зп а== Ул ее 
2-й способь. По фоэмуламь УШ и УТ имЪемъ: 

©5029 =1-Н 63а ==1 КЕ 5. ; отеюда на ознозаши формулы У 

24а а’ к ” 

2. _ 4 р фо а 
получимь 512а=—^—_. Тачимь образомь па и 
а . Ува 


имфюгь одинаковую абзолютную величину, но во И четверги ява 
иметь положительноз значене, а ва (и слВдоз. вся дробь) отри- 
цательноз; поэтому для разенотва дообь надо взять съ обратнымь 


10а 
значомъ, тачь что 5 а= — 


3 ‹ 
Примирь 3. Дано ва=— и, Вычислить фунищи а. 


Рошене. Начнэмь съ тол функши, которая въ произведен 
©ъ данноя созтавляеть единицу, въ наэтоящемь случаЪ съ ко- 


тангенса по форм. УТ получимь оша=1: (- в 5 Нено- 


1) См. $ 27, а также черт 9 
*) Приписывая @ къ 51 и с5, мы здЪсь показываемъ только, что си- 


нусь и косинусь принадлежить одному и тому же углу, но при Г... 


значене а, конечно, иное, чфмь при — У... 
**) Знакъ минусь получимъ, разсуждая каиъ ральше [прим Т, а}] 
*+*) Это равенство съ виду противор$чигь положительности синуса 
во П четверти, но не надо забывать, что во ПИ четверти тапгеись им БетЪ 
отрицательное зпачеше, а потому вторая часть равенства по значение 


положительна 


` 
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редотвенно по тангенеу”) иожно опред лить еще секансь: а именно, 
3\2 325 

о форм. УП будемь имыь ма=1+(- 1) =36} ТА®Ъ кавъ 

ци от] игателеномь тангенсЬ секансь можезъ быль и голожитель- 


5 
щи и отридолельный?), 10 п} инимаемь зе9=-- г Далфе го 
форм. ТУ находим 3 9=1: (+3)-=5 Лля опредфзлея по 
па 
гозьмемь формулу, са" 6; при поуощи ея получимъ п а— 
3 4 3 , 
= 4. 8 4= ти 5 = РЕ Наконецъ по форм. У найдемь 
3 5 
ак [38)==5; 
Итакъ, — соблюдая соотьтетые знакогъ, — будемь имфль ел- 


пошля два3) ршеня: 


ОДж————————_иыи 


459 о 9 | 364 | ва | па | ый 


в 
: 0 Е ВЯ Е. Н 
4 Я | 4 | 5 | 5 3 | 


Залиьчане. Для опредълешя зпа формула П удобна т$мь, 
по при неи получилось и соотвъиктее знсжовъ; между тЪмъ при- 
иБняя формулу Т, пришлось бы знаки синуса и косинус® подбирать 
(ыь настоящехь случаБ они должны быть разные, такъ какь тан- 
генсь отрицалеленъ)*). 


1) При им Бющихся формулахъ 
2?) См табл. $27 и черг, 1}, 


$) Ср въ $ 22 построенле для случая «=—% 


4) Если бы знакъ тангенса не былъ извЪстенъ, то въ знакахь си- 
нуга ц косинуса были бы возможны четыре комбинации. 


ПУ. Формулы приведешя. 


37. Перем$на знака въ аргумент5. Пусть в означаегь какой 
угодно уголь; тогда —а будеть означать уголь съ той же абсолют. 
ной величиной, но противоположный по знаку?). Сравнимь функ 
щи этихъ угловъ, & для этого образуемъ оба угла оть общаго начала, . 

Предотавимь себЪ, что два подвижныхь радтуса отошли оть 
общаго начала въ фазныя стороны и—за исключешемъ этого — 
вращаются одинаково; тогда, если одинъ опишеть уголь а, то дру- 
гой опишеть уголь —4. 

Но при сказанномь услови подвижные радусы каждый разъ 
симметричны относительно горизонтальнаято дламетра”); поэтому 
торизонтальная проекщя у нихь общая, а вертикальныя проекция 
равны, но лежать по разпыя стороны центра; слФдовательно 
с; (—@) и ева равны, а зп (—а) и зпа имфють одинаковую 2бсо- 
лютную величину, но разные знаки, такъ что для равенетва надо 
зп а взять съ обратнымь знакомъ. Такимъ образомъ: 


зп (—“)=—зпа (1); 88 (—0@)=084 (2^. 
Дфля (1) на (2), а затЪмь наобороть, получимь: 
% (—-в)=—4№а (3), 6 (—@)=-ещ а (4). 
ДЪля единицу на каждую часть равенства (2), а затЪмь на 
каждую часть равенства (1), наидемъ: 


86 (—а)=5еа (5); 86 (—@)==--е8ва (6). 


1) НапримЬръ: если а == —1050°, то —а = 1050°, если а == 40°, 
т0 —в=-— 40°, ит. д 

2) Т.-е. расположены такъ, что, перегибая кругь по горизонталь- 
ному даметру, мы ихъ совмЪстимъ. 


31 


Итакъ, в5 случаю ‘косинуса и секанса мооюно млънять анакь 
аргумента, не измюняя тльмь значеня функиуи, @ въ остальныхь слу- 


чаять, лмьняя знакь аргумента ‘надо въ то оке время измьнить знакъ 
передо фуньилей. 


Примюры. 1) 5 (—40°)= —45 40°; зе (—40°)-=3е 40°. 

2') зв (—1570°)= —ва 1570°; с (-—1570°)==ез 1570°. 

3) 12 300°=-— (—300°). 

4) све («—90°)== —езе (90°— а). 

5) —м = (в и же 

38. Приведеме тригонометрическихь фунншй  всянаго угла 
чь функшямъ положительнаго остраго. Тригонометрическя функщи 
веякаго угла везьма просто выражаются въ помощью такихь же 
иди родотвенныхь?) функций угла положительнаго оостраго. Пока- 
жемъ, камъ это достигается. 


1. Сначала переходимь на иолорюипельный уголь меньиий 
‘перода (& слЪдовалельно меньший 360°); при этомь надо различать 


два случая: 
2) Если данный уголь полооюителень (и болЪе перода), то 


вычитаемь изъ него достаточное число перодовъ?) ($ 30); напр. 
зп 1340°==50 260° 


1340 | 360 
. 1080 78 
65 720765 0 560 

°— 1070 | 180 
45 1070° 45 170 о - 5 
ср 2609 = 80° 


110 
Ъ) Если данный уголь отриикителень, то прибавляемъ къ нему 
постаточное число положительныхь пер1одовъ); напр. 


4 (—2200°) = (—2200°-|-180°. 13) = 140° _180 
400: 12 
за (—1080°) вп (—1080°--360°. 3) ==ва 0 


2600 | _360 
2520: 7 
8 {-—2600°) =в5 (—2600°--360°. 8) =ве 280°. 


1) Родотвениыми  тригонометрическими функщшями  называютъ: 
5 и 65, Жи 9, 56 и 656 


1) Короче. беремь остатокь озъ дБлежя даннаго угва на перзодь. 

3} Вызнеленле производимь такъ: абсолютную яеличину угла дБ- 

“узы на перодь и, если получится остатокъ, беремъ дополнеме къ нему 
ло перзода) 
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[Другой способъ: сначала измЪняемъ только знанъ аргумента, 
& залфмъ поступаемь какъ въ а); папримврь 4 (—1030°)= 
— 1 1030°=—щ 130°], 

2. Имфя уголь между 0 и 860°, пользуемея тЪми острыми 
углами, на которые подвижнымь радтусомь дфлится соотвЗтотвую- 
пЙ прямой уголь между главными дламетрами; такъ для 152° элц 
углы суть 28° и 62°, и можно перейти на любой изъ нихъ, по- 
ступая какъ будеть показано далФе. 

39. Чтобы замЪтить, какъ примФиняются острые углы, обра- 
зуемые подвижнымъ рад1усомъ съ главными д1аметрами, разберем 
нфеколько примЗроБъ (при этомъ для синуса и косинуеа будемь 
дЪлаль построевще, а остальныя функщи выражать съ ихь помощью), 

1. Пуоь будаъ 2 АОВ=1652°; тогда д А.0В=62° ц 
Е А.0В=798°. 

а) Перейдемь на 28°, 
Чтобы составить функщи это- 
го угла, надо сперва его 01 
ложить оть общего начало: 

- 3? пусть будеть Д АОр=28°; 

] а проведя перпендикуляры ВС 

д, Ч Е ® р д и ДЕ, т а. тре- 
угольники и , 
Черт. 20 Лин1я ВС равна лини 
РЕ, спдов. зп 152° иметь такую же абсолютную величину, какъ- 
и 81 28°; кромф того оба синуса одинаковы по знаку; такимь 
образомъ зп 152° = 51 28°. 


Ивзъ равенства лийй ОС и ОЁЕ*) сяфдуеть, что абсолютная 
величина с; 152° равна абсолютной величинв с3 28°; но 08 28° 
иметь положительное значене, а с5 152° отрицательное; поэтому 
с; 152° равень 03 28° взятому съ обралнымь знакомъ!), т,-е, 


65 152°= —03 28°. 
Изъ выведенныхь равенетвъь слФдуеть (ср. $ 37): 
12 152°=—4% 28°; с 152°== —ве 28° 
с; 152° =: —че 28°; зе 152°==е3е 28°, 


С 


*) Изъ одинаковости ихъ длины. 
т) И наоборотъ: с5 25° равенъ сз 152° взятому сь обратнымъ зна» 
комъ (5 26° == — 6$ 152°). 
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Ъ} Церейдемь на 62°. Отложивь оть общаго начала / АОР== 
62” п яроведя перпендикуляры ВС п РС, попучимь равные тре- 
уеольняки ОВС п РОС. 


Изъ равенства лин ВС 
и ОС евБдуеть, что абсолют- 
вая величина 5п 152° равна 
абсолютной величин сз 62°; 
притомь обЪ фувкщи поло- 
жительны; ел®довалельно 
зп 152° ==6$ 62° 


Такъ какъ пишя ОС 
Черт. 21 равна РС, то абеблютная 
вепичина сз 152° равна абео- 


лютной вепичинь зп 62°; но 
п 62° попожителенъ, & сз 152° отрицателенъ; олВдовательно сз 1.52° 
равель зп 62° взятому ©ъ обратнымь знакомъ, т.-е. 


сз 159? = —зи 62°. 


Изь выведенныхь равенствъ сядуеть: 
42 152° = с 62°; о 152°=—щ 62° 
зе 1522 == —6©36 62°; 36 1522 ==ве 62°. 

2, Пусть будеть /Х АОВ= 
180°--«. Поступая какъ раньше, 
намдемь, что эм (180°--0) и 
сз (180°--а) по абеолютной вели- 
чин соотьфтетвенно равны зп о 
и ©0; но эти функщи положи- 
тельны, а первыя двЪ 
тельны; слфдовательно 

за (180°--9)=-8в & 
сз (180°-- 9) = — 63 “ 
о ЕЯ * 
ИЕ отеюда 4е (180°-На)=ш а *) 


ит.д. 


отрица- 


*]} Это равенство можно получить также по $ 31. 
Я. Рыбкинъ. Прямолицеиная тригонометрая, 
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3. Для /. АОВ=90°—а*) разсуждаемь такъ: его функцш 
и фупкаы угла а одипаковы по знаку 

В (потложительны); сл$довательно остается 
сравнить ихь абсолюгныя величины, 
Соображая какъ вь примЪр 1 Ъ), 
найдемъ: 

зи (90° —в)=с3 & 
с; (90° —@)==51 @ 
отеюда 12 (90°—в) = а; и т.д. 
{Вообще: функщи положительнаго 
ре 98. остраго угла равны родотвеннымь функ- 
щямь его дополненя до 90°). 

40. Въ разобранныхь примЗрахь обратимь ввимане на сл%- 
дующее: прим$няемые острые углы оба содержатся въ тр-кз ОВС, 
и отложене пхь оть начальнаго радлуса вмВстЪ съ послЗдующимъ 
построенлемъ равносильно перенесеню того же тр-ка вь новое 
положене; при этомъ вертикальным и горизонтальным катеты та- 
кими же и останутся, если построеше дфлается для угла, который 
быль при горизонтальномь д1аметрЪ; если же примЪняется другой 
уголь, то съ перенесещемъ тр-ка вертикальный катеть сдЪлается 
горизонтальнымь, и обратно. 

Въ первомь случаЪ названшя функщ!и сохранятся, во второмъ 
случа данныя функщш замЪнятея родотвенными. ДалЪе, веЪ три- 
гонометричееня функщи въ 1 четверти положительны, поэтому 
въ тзхь случаяхъ, когда приводимая функщя имФеть отрицатель- 
ное значеше, слфдуеть передь функцей остраго ‘угла ставить 
минусъ. 


Зампьчаняе. Если построешемь будемь пользоваться не только 
для синуса и косинуса, но и дия остальныхь функщ, то тр-ковъ 
получимъ три, и построен1е, которое сдЪлаемъь для остраго угла, 
будеть также лишь новымь размзщемемъ тфхъ же самыхъ тре- 
угольниковъ **). 


*) Цля такого угла излагаемым переходъ имфетъ цЪлью или измЪ- 
у: назван!е функши или уменьшить острый уголъ (если 90° — “> а) 

**)} Предлагаемъ учащемуся сдЪлать соотв Втствуюние чертежи (для 
первоначальнаго угла и обоихъ острыхъ —на отдьльныхъ равны\ъ кру- 
тахъ}. 
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41. Правило Изь 8$ 39 и 40 вытекаэть сяфдующее практи- 
‘ческое празило. Переходя на острый уголь, надо: 1) поставить 
минусь передо фуцкцией остразо угла, если приводимая функшя 
отрицательная; 2) удержать назвмие приводимой функши, если 
овтрый ‘узоль взять с5 горизонтомльнаео даметра, или заменить 


приводимую функцию родлизенной, если острый уголь взять съ верти- 
хальнаго даметра. 


Примюры (примБаеня правила). 

1. Привсетиу въ острому углу сш 300°. 

Данный уголь переходить за вертикальный даметрь на 30° 
{300°—270°--30°) п не доходить до горизонтаньнаго на 60° 
{300°==360° —60°). ИмВя вь виду это и зная, что © 300° отрица- 
телень, получимъ' а) се 300°= —% 30° и Ъ) © 300°=—с4 60°. 


2. Пфивезти с5с 170° кз острому углу не превышающему 45°. 
Такимь угломь служить уголъ 10°. ИмЬя въ виду, что это 
‘воть уголь поп горизонтальномъ дламетрВ и что ©3е 110° положи- 
теленъ, найдемъ с5с 170°==е5е 10°. 


< 


3. Преобразовать функизи угли 270°—0в (предполагая 0<а 
<90°). 


Уголь и здЪоь сочитается оть вертикальнаго д1аметра; изъ 
Функции данцато угла (ТИ четв.) положительны только тангенсь и 


котангесъ; такимь образомъ 
5 (270°—9) = —еза; ев (270°—4)==— 8 @ 
46 (270°—в) =©5 а; сх (210° —а)= 45 а 
зе (210° — в) = —636 % 36 (210°— в) = 86 а. 

42. Итакъ тригономотрическая функиии веякаго угла приводятся 
къ функщямь угла положительнахо остраго; при отомъ, благодаря 
воякому его зыбору, всегда возможно приведене къ углу не пре- 
зышающему 45°. 


Въ слздующихь примврахъ примБняются совместно $$ 38 и 41. 
1) жж 2050°=51 250°==—виа 70° 


2050 | 
= — 6$ 20° о у 
2) % (—1515°) =48 45° [8 38.1 5] 1575 |_180 
о 1440 [8 
=—=042 45 5 
или — по другому способу: 


=—40 185°=—(—4% 45°) =16 45° 
=—(—6 45°) = 45°. 
3* 


48 (—1575°) = аа 1575° 
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43. Для посдфдующаго прилагаемъ таблицу, ьь которой сдф- 
лано приведеше къ острому утлу (а) во веЪхь случаяхь между 


0 и 360°. 


| 
90°—а ва | а 212 в 88 | #09 а |5 


г 


90°--в 65 а | ша ов 


—%а —сю а 


180°—в зп а |< а 


180°-а аа) ва] о | сеа 


—мт о] бра | №< 


290°—& |—сва 


| 290°--& |— сз “| 50 а [ва 
| 
360°—а |—вп “ 05 @ |“ —сюа| зса |-—с55 а Эта | 


Формулы, полученныя. 


44. Общность формулъ приведенй. 
въ $$ 37 и 48, —танъ называемыя формы приведешя, — обладаютъ 


общностью, т.-е. вфрны при всфхъ значевяхъ а**). Докажемъ это. 

Для формулъ $ 87 докавательство уже имфется, такъ какъ. 
при ихъ выводф значен1е « ничфмъ не было ограничено. 

„Но составляя лаблицу $ 43, мы означали черезь © уголь 
положительный острый; теперь разберемь т же виды аргумента, 
оставляя уголъ @ соре] шенно произвольвымъ. Достаточно сдфлать 
это для синуса и косинуса: остальное получитея какъ сзуБдетвле; 
кром$ того формулы, содержапая разность, можно вывести изь. 
формуль дия суммы, разь общность ихъ будеть доказана: такъ, 


л 
*) Такь будемъ имфть: 50 5—9 = 08 <; 65 (п -|- а) = — 05а; ит.д. 


**) Такь въ таблицЪ $ 43 значится эп (270° -|- а} = —сза въ пред- 
положени, что 0 «< а < 96°, но подставляя напр. а == — 500°, получимъ 
5п (270°—500°) = — с$ { — 500°], что оказывается также вфрнымъ. 
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вели формула сз (90°--а)= —50 а есть общая, вЪрная для суммы 
90° съ какилмюь угодно угломъ, то взявъ 90° въ суммЪ съ угломь —9, 
получимь 03 [90°--(—0)]=— зд (—9); преобразуя же 90°--(—а) 
и примБняя ко второй части общую формулу зп (—а)= —в1 а, 
Зудемь имЪть 03 (90°—а)==ва а. 

Случаи въ аргумент приводимой функщи для доказательства 
зиколзмЬнимь и разпредВиимъ такъ: 

И + 4«-+180°, 2) —ч--369°, 3) ч--90° ип 4) +4а-+210°. 

Переходимь къ самому доказательству. 

45. 1. а) Какой бы ни былъ уголь, оть присоединенйя къ нему 
180° подвижчой радйуеъь перейдеть въ противоположную четверть 
и составить одну прямую съ прежнимь своимъ положешемъ (или: 
конець дуги перейдеть въ точку щаметрально противоположную); 
елФдовательно спяусъ п косинусь сохранять абсолютную величипу, 
& знаки обоихь измнятся*); поэтому 


зп (180°-- а) == —вп а 
68 (180°--9)==—е8 а. 


Ъ) ПримЗняя эти формулы къ углу —а, получимь 
зи (180°—9) = —90 (—@)==8и а 
сз (180°—9) = —е8 (—@)== —е8 а. 


46. 2. Уголь—а {-360° имБеть общая стороны еъ угломь— а; 
поэтому 
зи (360° —а)=ва (—06)=— 51 @ 
с; (360°—@) =ев (—а)==е8 а. 


47*. 3. а) Если къ какому-либо углу прибавить 90°, то по- 
движной рад1уеь перейдеть въ слВдующую четверть и составить 
еь вертикальнымь даметромь такой эке уголь, какой раньше со- 
стазляль оъ горизовтальнымь маметромь, и паоборотъ; поэтому 
его новая вертикальная проекщя разиа прежней горизонтальной, 
& новая горизонтальная прозкщя равна прежней вертикальной. 
Отеюда слфдуеть, чго вп (&--90°) и сз (&«--90°) имфюгь такую же 
абеолютную величипу, какъ с3 0 и зи о. Что же касаотся знаковъ, 


*} То же самое происходить и при вычитани 180, вообще если 
прибавляется или вычитается нечетное число полуоборотовъ. 
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то они таковы (ЕЪ зависимости оть четЕерти, гд$ оканчивается 


уголь о): 

«-- 90° | зп | 63 а | Гаев 5 | эм а 
ый а еж з 
} 
от В 

Ш — — п Ш — + П 

ту = | == | Гм -|ш 
ны 

| | а 


Видимъ, что вп (а-- 90°) и с; о имфютъ веегда одинаковые 
знаки, & с (&-- 90°) и зп а противоположные, 
зи (90°--а)=68 @ 
6; (90°--0)= —51 а. 
Ь) ПримВняя полученныя формулы в" углу —@, найдемь 
п (90°—4)=65 (—@)==8 а 
сз (90°—«)=—вй (—я)==зп а. 


Такимъ образомь 


48*. 4. а} Если къ какому-либо углу прибавить 20°, то 
подвижной радлуеъ измфпить свое положен такъ же, какъ отъ по-. 
ворота на —90°. Поэтому вертикальпая и горизоптальлая проекци 
обмняются длиной (вр. 8 47), такъ что абеол. келичивы еп (&--270°} 
и сз (а--270°) соотвЪтетвенио равпы абсол. величинамь 084 и вп а. 
Чтобы сравпить знаки, предположимъ конець а послфдовательно. 


въ каждом четверти: 
&--270°| зп [и а &--270°| сз И | 
Я Е 
ое | Ни 1 
+ |и| го ыы м 
И + — ПТ | П — — ТП 
Ш | РЯ 
| 


зп (&--270°) и сз имВють веегда противо- 


Видимъ, что 
сз (&--270°) и вп а одинаковые. 


положные знаки, а 


39 


Такимъ образомъ зп (270°--а)= —с3 @ 

сз (270°-- а) == @, 

Ь) Подеталовка угла —@ даетъ 

зп (270°—а)=-— 63 (—а)= —8 
$ (270°—а)=ва (—@)==—81 а. 

49. Итакъ, дфлая высодь въ общемъь вид, мы получили 
чаыя же формулы, кая содержатся въ таблии$ $ 48. 

Въ задачахь, — чпобы припомнить формулу, — надо сперва 
предотавить себф а между 0 и 90° и примнить правило, данное 
въ $ 41. 

Примьры (на $$ 44—49). 

1) Иривести вв (90°--800°) кз углу 300°. 

Если бы вмЪото 800° быль острый уголь, хо онъ быль бы 
ири вертикальномь даметрВ и кромф того 1 быль бы отрица- 
теленъ; слфдорательно надо писать 42 (90°-[-300°)= — 4 300°. 

2) Преобразовать зп (&—270°). 

Имфемъ: зи (&—2170°) = —зп (270°—а)= —(— 68 @) =е8 а. 

3) Преобразовать сз (&- 180°.п.), гбь т веть неопредюленное 
здолое число. 


а) Если и чегное==2 #, то 08 (#--180°.2Х) =; (а--360°.%) 
=05 а; Ъ) если же ®ю ночетное==2 4-1. то вз [@--180°. (2 #--1)] 
==68 (180°--а--360°.Л)==сз (180°--а)= —ев а*). 

Эти два случая можно объединить въ формулВ 

в; (&--180°.н)=(-—1)”. еза**). 


*) Или: э} при п четномъ копцы дугъ а -+ 180°. п и а совпадаютъ, и 
потому с3 (а -- 180° п) == сза; Ъ) при п нечетномъ концы дугь а -[ 180°. п 
и с даметрально противоположны, и потому 0$ (а + 380°. п} =-— 68 4. 

**) Тань при п = — 4 помучимъ: сз [а + 180° (—4)] = (—1)—4. за 


1 
ини $ (а— 180°.4) = и За =сза; ит. п. 


ГУ. ПримБнене таблиць къ вычиеленйю тригоно- 
метричеекихь выражеши и къ нахождению угловъ. 
Получене угла въ общемъ видЪ. 


50. Вычислене н5которыхъ выраженй, содержащихъ тригоно- 
метричесюя функщи. Разберемъ н5сколько примровь на примёнеше 
тригонометрическихь таблиць; при этомъ будемъ пользоваться лишь 
обыкновенными таблицами, т.-е. такими, которыя содержать логариемы 
тригонометричеекихь функци (для угловъ отъ 0 до 90°)*). 

Канъ пойти логариомь фуници, если данный уголь острый, — 
излагается во введени къ таблицамъ, & потому здфсь не будемь 
повторять этого, предполагая, что учащ ея уже освоился еъ отимъ 
случаемь при помощи еамыхъ таблицъ. 

Примюры. 1) Вычислить 45 1950/94". 

По тригонометричеекимъ таблицамъ найдемъ 12 1 19°50'24"” = 
9,55728 —10; къ этому логариему ищемь соотвтствующее чиело **); 
получимъ 1 19°50'24”—=0,36081. 

2) Вычиелить т=с$ 862°30'25”. 

Имземъ: сз 862° 30’23” = в5 142° 30'23”=—а 59° 30'’28/; 
чакимь образомь 2- —5п 52° 30’23” или —я==за 59° 30/25". 
Теперь возьмемь 1 (—2) == Ю вп 52° 30'’23” = 9,89950—10; 
отсюда: —д=0,19842 или д=--0,79342. 

Итакь сз 862° 30723” = —0,79848. 


*) Есть еще таблицы, гдз помфщены не логариемы функций, а 
<амыя функши (такъ назыв. аблилия патуральныхь тригонометриче- 
вкихь величинь)}. 

**) Предполагаемъ, что учащиеся умЗеть уже примнять таблицы 
логариемовъ чиселъ. 
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3) Вычислить У/12885° *). 


Имфемь: У 492325° = (—4 35°) = И 5859 =4е 35°. 
Далфе поступаемь хакь въ, прим р 1 
4) Вычислить 2=И 179059, 


5 
Имфемь: / 513206* = 


у (—вп 25°} = у: — 326 Уз 313955; 
такимь образомъ ИВ 50895 или — = У з8ЭБ5. 

Далбе поетупаемь какъ въ прим8рЪ 2, а именно: находимъ 
5 (—#) = 0,6. 195 25° = 9,1155 —10 


: —10; отеюда: —д-==0,59644; 
=—0,59644, 


рН 
Утожь У 53205° = —0,59644. 
5) Вычислить У се 156°. 


Умфемь: Ус 156° = — в 24?== РУ 6 245; съ помощью 
таблиць найдемь 95242149869. 


Мтань У 156°=1,49869 1. 


51. Нахождене табличнаго угла, Для этой цфии данное зна- 
чене функши должно быть положительное 


Уголь стредйулялюзь 
по логариему функцщли. 


Способъ отого опредзденя излагается обыкновенно при са- 
мыхь таблицахь; 10910му здесь будемъ считать его уже извЪетнымь 
Учакемуся и ограничимся только примЪромъ 

Иримтрь, Пайти табличный уголъ х, если с35=0,52434 


ры #7 
р : 
Сначала тозьмемь 10 031=9,71964—10; пользуяеь этимь по- 
тариемомь, получамь 2=68°29/ 26". 


52. Нахождене угловъ, содержащихся между О и 360°. Въ этой 
задачЪ будемъ пользоваться поетроентемь подвижного радтуса ($ 22) 
и формулами призедещя ($ 41). Разберемь отдзльные епучам нь 
примЗрахъ, при чемь, для удобетра, удержимъь 1Ъ же самыя зна- 
ченя функ, кая были эзяты ъъ $ 22 **) 

Изь построеши видио, что между 0 и 360? получаются каждый 


фазъ тообще 0в& угла въ слЗдующихь примфрахь будемь ихъ 
обозначать черезъ 2, и х,, & табличный уголь черезь ф 


*) ЗдВсь и въ сл$пующихь примфрахь значеме корня предпола- 
тается просттльйиее. 


**) Въ послрующемъ изложеши надо имЪть въ виду чертежи $ 22 


42 _ 


——- 


Прилиьры, 1. а) вп. Между 0 и 360° имфемь &=ф 
3 
.. 


и 4,=180°—ф; уголь ф опредфлитея изъ услошя зп ф== 5 
Такимь образомъ наидемъь 2, =36°59’11” и 1, =143°7’49". 
1 

) зп И Полагаемь 1,=180°|-ф и 2,=360°—ф; тогда 


1 
81 #=—51 ф; елБдовательно 8ц ф= 5? откуда ф=380°. Такимь 


В: 


образомь 2,=210° и 2,=330°. 
п 21.=360°—ф; 08 Ф=5 


8, а) ват. ИмЬемь’ 2\=Ф 


Отеюда: 2,==170°3143” и #,=289° 28/11”. 
Ь) ван, Полагаемъ 2,=180°—ф и 4,=180°--ф; тогда 
откуда ф=36° 52’ 12". 


82=—085ф, слФдовалельно с5ф-= 5' 


Такимъ образомь х=148° 748” и д,=816° 52’ 19”. 
3. а) вх-=2. Полалаемь аа=ф и я,==180°--ф. Вычисливь 


ф по Шф=2, получимь 2,==63°26’6” и 2,-=248° 26’ 6". 
Ъ) щ2=-т Полагая 2, ==180°—ф и 2,=860°—ф, будемь 


имфть ю1=—® ф, слФдовралельно =? откуда ф=86° 52’ 15”. 


Окончагельно: 2, =148° 1’48” и 1,=328° 7’ 48^. 

4. а) св2=1. Имфемь` =ф и 2,=180°-ф; св ф==1, 
ф==40°; 41 =465° и 2,=285°, 
Полагаемъ 


2 
|и)) ва 21=180°—ф и 2,=3860°—ф; 
тогда веа=—06 ф; слБдователью 08 ф=з, отвуда ф= 
56° 18736”. Тавимъь образомь 14,=123°41”24” и д,==308° 41 24". 
5 и 6. Вь елучаЪ векаипеа и кочекаиеа слЪфдуеть переходизь 


ца косинуеъ и сипусъ. Наприм6ръ, сели дано вв д=—8, т0 сна- 
1 
и отеюда уже наицемь 120° и 240°. 


чала беремь сз=— 5 


*) зп ф== 0,6, 18 5п ф = 9,77815 — 10, ф= 86°52' 11”. 
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ЛТравило. Изъ сдЪлаинаго уазбора шимБровъ вытекаеть сл. 
дующее правило: берель для функции только абсолютную величину 
даннаго значеня и находимь табличный уголь; искомые углы полу- 
чимь, если отлоэюилю найденный уголь оть горизонтальнаго баметрь 
65 мехь четвертяхь, гдь функця имъеть данцый знак. 

Пусть, наприм$рь, зп Е. ВЗЯБЪ $П о=ИЗ, 


ф=60°; синусь отрицайелень въ Ш и 1У четверти; слФдова- 
ельно, согласпо правилу, буцемь имЪть: 2,=180°--60°=240° 
и 4, =360°—60°=300°. 


Залтьиийе. Въ предыдущихъь примрахь утолъ ф вездВ быль 
вреденъ такъ, 410 пазвае функщи сохранялось; то, конечно, 
равно Еозможенъ и другои переходъ. 


получимъ 


Науримвуь, имБя сзх= 3 В 1), удобно положить 
х, = 90°-ф и 4, = 270°—ф; тогда наидемъ: в1=— 9; 
заф (ИБ, ф=18°; 1,=108° п х,=259°. 

Для отого епоеоба предыдущее правило измЗнитея въ сл?- 
дующемь: если абсолюлная величина дапнаго значейя фуньши 


берется для родственной фупвкцаи, 10 наиденныи табличный уголъ 
откладывають отъ веутикальнаео дламет| а. 


1 = Е 
Пусть напр. ев х= ве ИИ 2. Тогдь сообгажаемь такъ: 


г ВВ де 
5И2-—и2 есть зп 22° 30’; косинусъ отрицалелейь го Пи Ш 


четверти; голому будемь имВть 4,=90°--29° 30'=112° 30’ и 
1.=270°—22°80'—=241° 36”. 

53. Обийй видъ угла для данной функим. Если дано значенле 
какой-либо обней функции, 10 ему соотвфаствують два положешя 
подвижгого радлуел; изъ вихь на каждое пгиходитея безконечный 
ряд» угловь; такимь образомъ уголь, соотвЪтетвующаи дапному зна- 
ченцо функциг, можеть нмЪть безкопечное чиело | азличныхь значений. 
Наишти обиьй вид угла значить составить формулу (или нфеколько 
формуль), по кото] ой можно получюь ве эги значевя. 


54. Положимь, что сдБлапо построене и мы получили ДЕА 
подвижныхь радтуса; пусть будеть а какой-нибудь уголь, соотвЪт- 
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отвуюний первому подвижному радусу, и В уголъ, соотв тотвуюний 
вгорому подвижиому ражусу *). 

Тогда всЪ углы, содержание первый подвижной рашуеъ, вы- 
разятея формулой а--360°. п, а ве углы со вторымъ подвижнымь 
рад1усомь гойдуть въ формулу В--360°.п *). Такимъ образомъ соЕо- 
купноеть формуль а--360°. и пи В--360°. ® предетавить рЪшене 
топроса: давая п всз дзлыя значешя отъ — о до --со, мы по- 
лучимь ве значеня искомаго угла (Бъ видЪ двухъ прогреселй). 

55*. Тонько что изложенный шлемъ есть совершенно общий, 
Теперь покажемъ: 1) какой выборь а и В напболзе удобень въ при- 
мВнешяхь**) п 2) кая гозможны унрощешя въ формулахъ ьЪ за- 
виеимости отъ свойетвъ самой фунищи или отъ особенностеи дан- 
наго ея значеня. 

1) Что кабается а и В, то беруть значея съ наименыией 
абсолютной величиной, хотя бы и отрицалельныя; 2) уп ощеше 
формуль состомтъ ьъ зомь, что вмфело двухь различныхь иро- 
греве!й можеть получиться только одна. 

Цереидемъь къ разбору отдфльныхь случаеьь °). 

56. Примфры. Вь неслфиующемь черезь ф означень табличный 
уголь и предполагаетея, что уголь & но абсолютной величинф не 


боле угла В. 


Черт. 24. Черт. 25. 


1. а) 2-5 По $52 найдемь а=30° п В=150°; елёдов. 
будемь имЪть 2,=30°--360°. п и х,=150°--360°. п. Эти двЪ 


1) Таковы напр. углы, находимые въ $ 5. 
*) Сы. $ 10. 

*+} Ць теорли и задачамъ. 

2) 3с и с5с разсматривать не будемъ. 
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прогрессии соотвЪхствують: одна исключительно точк® М, другая 
иеключитеньно точк№ Р; нокажемь, что рядъ, который содержаль бы 
веб искомыя дуги, уже ще будеть прогресчей. ДЪйствительно, на- 


чать напримръ съ дуги 30°, пойдемь зъ об стороны, не про- 
пуская ни ЛГ, ни Р; получимъ: 


|монецьдуги |... Р |] М [Л | М ри м Е 
` дуга ра 570°'—330°|—910°| 80° 115031 390° 1 510°|.... 


злВдетве того, что ОМ п ОР не составяяють одной прямой 
лини, послЪдовательные переходы здФеь ие равны (чередуются 
120°и 2405); такимь образомь одной прогресези ие нолучимь. 


Сказанное отнозится и къ остальнымь случаямь, въ которыхь 
подвижные радгуеы составяяюль лоланую линию. 


Ъ) м г=—. Попагаемъ =-—Фф и =-(180°—$); 
отсюда: а ф= 5.9 —=53° 48”. Такимъ образомь: а==-—68°1” 487; 


8=—126°05/ 12”. Полное рышеще есть: х,-=—08° 1’ 48” -{-360°. и; 


1,=—196°59' 19”.1-360°. п. 


` 
1 
В 

| 

' 

9. 


Е 


Черт, 27. 


2. а) в г 
==70317 48%. 
= —10° 31743” 360°. в. 


№) с ее Имфемь:  а=180°—, 


Получим: а=ф, В=-0 во-ь 


и 


Такимь  образомь 2,=170°31’45”--360°. п 


В=—4, 8ф= 
ыы ф=45°; 9=135°, =—135°. Полное 


рэшене есть: 
24=335°-1-360°. и; 1.=—135°--360°. п. 
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8. а) вл=уЗ3. Такь какъ въ случа тангенса подвижные 
радтувы соотавляюгь одну поямую, то подбирая дуги послВдова- 
тельно 1), образуемъь рядъ, въ которомъ разность дугь вездф оди- 


й ) к 


Черт. 28, Черт. 29. 
накова, а именно 180°. Вэзьмемъ за исходную дугу 60°; прибавляя 
къ ней по 180°, получимь рядъ дугь вь одну сторону; а вычилая 
по 180°, получимъь рядъ дугь въ другую второну: 


ан, ИУ а та 
-...|-—480°|-—800°,—120°]| 60° | 240°/ 480°| 600°].... 


Имфемъ прогрессшю съ разностью 180°; веВ члены ея можно 
получить по формул д==60°--180°. п. 


Черт. 30. Черт 31. 


конець дуги 
дуга 


Ь) == 5% Полагаемь а=—9$; тома %№.ф а 


2 
ф=26°33754”; слЪдовательно а=—26°33’54”. Подобно предыду- 


щему найдемь х= —26°33' 54” --180°. п. 


1} Т-е. идя въ одномъ направлени и не пропуская ни М, ни Р. 
*) Сюда относится черт 29. 
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4. а) оша=а. Находимь а=56°18’36”. Разсуждая теперь 


тань ке, какъ въ случа тангенеа, подучимь х==56° 18736” -4-180°. п. 

Ь) си х=—1. ИмЪемъ: «а=—$; иф=1, ф=45°. Подобно 
предыдущему х=—45°--180°. п. 

57. Итакъ для тангенса или котангенса углы получаются 
всегда въ одной прогресеи, съ разностью 180°. Какъ исключете 
можеть получиться одна прогресшя и въ случа синуса или ко- 
синуса); вообще же для нихь углы распредЪляются въ дез про- 
гресси, съ разностью 860°. 

Разсмотримь теперь уномянутыя исключеня. 

58. а) зпх=0. Нулегой синусъ соотвЪтствуетъ концамъ гори- 
зовтальнаго Даметра, слБдовалельно вотрЪЭчаеся черезь каждые 
180°. Разсуждая какъ въ случа тангенса, найдемь х=0--180°. п 
или, короче д==180°. п. 

Ь) зпх=1. СоотвЪтегвующее положеше подвижного радгуса 
только одно (иногда его разсматривають какъ слигное); поэтому и 
получитея тольхо одна прогреесля, съ разностью 360°. Такъ какь 
4=90°, то х-= 90°--860°. и. 

в) пх= —1. Развуждая какъ въ р), будемъ имфть: а== — 90°, 
х=—90°--360°. п. 

4) сзх=0. Это значене косинуса соогвЪтетвуеть концамь 
вертикальнаго д]ламетра, слЪдовательно вотр$чается черезь каждые 
180°. Разсуждая какъь вь случаБ тангенса, найдемь: а=90°, 
т—90°, то х==90°-|-180°. п. 

е) сзх==1. ЗдЪеь только одно положеве подвижного радуеа. 
Получимъ: а-=0, х=0--360°. и или х=360°. и. 

Ю зх=р—1. Случай однородный съ 6). Будемь имЬть: 
==180°, х=180°--860°. п. 

59. Замбчаше. Т. Въ $ 56 п. 1 углы, соотвЪтствующе данному 
синусу, были собраны въ дв прогресейи; но ихъ можно выразить 
и одной формулой. СдБлаемь это. 

Въ п. 1 а) получено: 2, =30°--360°. ю и 2,=150°--360°. п, 
во 30°--860°. п -=30° 1 180°. п и 150°--360°. п =180°—30°-- 
--360°. „= —30°--180°. (2п--1). Знакь при 30° зависить здфеь 


1) А именно въ случаяхъ: вп д =0; 1; —Ёи 3х =0; 1: —1 ($ 58). 
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оть четности (21) пли нечетноети (2и--1) множителя при 180°; 
эту зависимость можно указать съ помощью слепени отрицательной 
единицы: а именно, полагаемь х==30°. (—1)"-{-180°. т, означая 
черезь 72 неопредЗленное цЪлое число, безразлично четное или 
печетное!). 

Въ п. 1 Ь} получено: 

2,=—53° 7'48"--360°. п и 1,=—126°52' 12” -|-360°. п. 

Преобразуемъ эти выражен я: 

х,=-—53°1' 48” --180°. п; 
х.=- (180°—58°1’48”)- 180°. 8п-=58°7' 48" -{-180°. (2и—1). 
Теперь подобно предыдущему находимъ 
#=(—53°7' 48"). (—1)"-{-180°. т. 
ПП. Формулы, полученныя въ $56 для случая косинуса, часто 


пишуть слитно: такъ будемь имфть 
въ п. 8 а) х= 1 70°31'48”--360°. м, 


въ п. 2 Ь) х=--135°--360°. п*). 


1) Развертывая новую формулу, получимъ уже не прогрессю, но 
тоть рядъ, которыи приведенъ въ $ 56 п. Га} 


| р Е 30° | Ей 390° тыви 
‚т —3 —2 —1 0 | 1 х 2 3 зи 


*) ПримБняя эту формулу, получимъ слфдующи рядъ: 


| р Е Е Е 


| —185° | 185° | 295° | 495° |... 
= 0 1 


ЗдЪеь каждому значенлю п соотвфтствують два аначевя т 


У. Формулы сложешя аргументовъ, вычитаня, 
умножешя и дфлешя. 


60. НЪноторыя изъ теоремъ о треугольникБ. Сюда мы пере- 
носимь четыре теоремы изъ отдфла о рФшени треугольниковъ; это 
дфлаемъ для вывода, помфщеннаго въ $ 64. 

Сначала укажемь новыя обозначеня; & именно: во всякомъ 
треугольникв (АВС) принято обозначать величину угловь тёми же 
буквами, какъь и вершины (А,В,С), а длину противолежащихь ето- 
ронъ одноимелными малыми буквами (4,0,с); при этомъ обыкно- 
венно предполагають, что стороны измрепы одной и той же 
единицей. 


Перейдемь теперь къ теоремамъ. 


61. Теорема 1. Датеть равень зипотенузь, умноэкенной на си- 
нусь противолежащаго *) угла. 


Теорема 1. Хотеть равень гипотенузь, умноженной ‘но коси- 
#ус5 прилекащаго”) угли. 
Доказ. Сдфлаемь уголь А цен- 


В тральнымъь, описавъь между его еторо 
нами дугу радлусвомъ с. 
с По опредфленю синуса и коси- 
| а 5_ р 
р в . нуеа получимь с=5тА и = 4, 
ъ её отсюда а-=е.зйА (теор. Г) 
Черт. 32. и $=с.68А (теор. Ц). 


1} Катету. 
2) Кь катезу. 


Н. Рыбкинь Прямолинейная тригономезрая. 4 
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62. Теорема Ш. Во всякомь треугольникь сторона равна ди- 
метру описаннаго круга, умноэкенному ва синус противолемевщаго 


угла (а=2В.зв А). 
Доказ. Противолежащий (сторо- 
нф) уголь можеть представить три 


случая, которые и разберемь от- 


ДЪльно. 

1) Уголь А острый. Вклю- 
чимь а и?И въ одинъ треугольникь, 
напр. ВОС. Такъ какъ уголь ВСР 
прямои, то по теорем Т 


а=2В.зщ 0; 
но ХД=А*); олфдовательно 
а=2А.5т А. 


2) Уголъ А тупой. Поступая 
кавъ раньше, найдемь (изъ прямо- 
угольпаго треугольника ВСЁ) 

а=2А.щ8; 
но &-- А==180°, слфдовательно зп Ё 
=81А ($ 39); подставляя получимь 
а=28В.з1 А. 


8. Уголь А прямой. Фор- 


мула распространяется и ва элоть 
случая, какъ предфльный для раз- 


з 
Герт. 34 емотрфипыхъ. 
Залиъчииие. Докаванную теорему выражають еще такъ: хорда 
равна Оюметру, умножеенному на синусь опираощагося на нее 


вииеаннаго угла. 
63: Теорема ПУ. Во всяколь треугольнивь сторона равна сумлиь 


двужь Оругихь сторонь, соотеьтетвенно умножениыхь на посинусь 
угла, образуемаго сб первой стороной (а==с.08 В-+-6. 03 С). 


Доказ. Раземотримь отдфльно три случая въ углахь при пер- 


вой оторон$. 


*) Тотъ и другой изиБряется половиной дуги ВС. 
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1) Случай двухъ острыхъ угловъ. Проведя высоту 
Ар, будемъ имВть 
а=В0--0С; 
но по теорем5 П 
ВО=с.зВи 0С-=6.00; 
тахимъ образомъ 


(=с.0688В+6.68С. 


2. Случай тупого 
угла. Проведемь высоту АД; 
теперь она пройдетъ вн тре- 
угольника, и мы попучимь: 

а=Вр — Ср. 
Изъ треугольниковь ВАР и 
САР найдемъ 


ВР=с.В и СО=Ф. т. 


: Чтобы исключить \, за- 
з а с тост мфтимь, что т--С==180°, 
Черт. 36 а потому с3т== —с3С (ем. под- 


отрочное примчаще къ $ 39). 
Подставляя получимъ 


а=с. 3 В—[6.(— 8 С)]==с. сз В-ЕЬ. С. 


$) Случай прямого угла пе требуеть особаго доказатель- 
отва, таль камъ онь предфльный для каждахло изъ раземотрЪнныхь. 


64*. Синусъ суммы двухъ угловъ (или дугъ). Докажемъ, что 
81 (&--В)==зи а. езВ--с5а. 318, 


каковы бы ни были значеня о и 8. 


Доказ. Пусть будуть в и В двЪ дуги любой величины и знака!). 
По окружности произвольнаго радтуса опишемь послюдовательно 
За и 28*): пусть будуть А и В начало и конецъ дуги За, ВиС 


начало и конець дуги 28; тогда 4 и С будуть начало и конець 
дуги 2а--28. 


*) НапримЪръ @ = 6500°. В = -- 130° ит. д. 
1) ЦЪль удвоенля пугъ будетъ видна впослдетв\и. 


4* 
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1. Хорду, соотвЪтетвующую сумм кугь, выравимь съ по- 
мощью хориь, соотв тетвующихь слагаемымъь дугамь: а именно 


по 8 68 найдемъ 


3 р р=с. А-а. сз С. 


Выразимь здЖеь стороны тре 
в угольника черезь дмаметрь описаннаго 
круга: 
А В. шВ=2В.50С. 8 А--2В. в А .68С; 
отеюда зп В==з1 С. в3.4--8С. зп А, 
С Такь какъь В+ (С- 4) =180°, то 
зи В=зп (С--А), и предыдущее равен- 


Черт. 37. етво замфнитея такимъ: 


зв(С--А)==:8С. св А--е8С. зп А *). (м) 
ПЦ. Перейдемъ теперь оть углоьъ треугольника АВС’ кь дан- 
нымъ дугамъ @ и В. 

Углы Си А измфряютея полови- 
нами своихь внутреннихъ дугъ, — при 
условш, что 5ъ этихь дутахъ берется 
только абсолютная величина; но чтобы 
связать т$ же дуги въ а и В, надо 

А вь нихь тазлизаль и направлен1е; а оно 
зависить отъ положешя точекь Ви С 
относительно точки А. Раземотримъ эту 
В р зависимость. 

Черт. 38. Здеь возможны два случая: пер- 
вый представлень на черт. 37, а вто 
рой на черт, 38**). Вь обоихь случаяхь внутрення дуги угловъ 
Си А имфють облия крайшя точки съ дутами 24 и 28; а потому 
можно будеть примфнить $ 10, если мы 55 упомянутыхь внутрен- 
нихь дугахь крайшя точки будемъ различать так эке, какъ въ 2% 


*) Эта формула иметь уже требуемый составъ, но она доказана 


пока только для угловъ треугольника. 

*+) Эти случаи можно выразить такъ: идя изъ точки А по окруж- 
ности въ опредЪфленномъ направлети, напр. въ положичельномъ, мы’ 
встрфтимъ или сначала точку В, а потомъ С (черт. 87), или же наобо- 


ротъ (черт. 38}. 
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и 28, т.-е. если одну дугу будемь считать оть А къ В, а другую 
оть В кь С. Итакь, раземотримь дуги АОВи ВЕС *): на черт. 31 
эн% обЪ положительны, а на черт. 38 обЪ отрицалельны; въ по- 
слЪднемь случа» для измфрешя вписанныхь угловь надо будсть 
дуги взять съ обратнымъ знакомъ. 


ПослВ этихъ замбчаи обратимея кь тому переходу, который 
мы имЪли въ виду. 


ПримЪняя $ 10, найдемь для обоихь указанныхь выше 
случаевъ 


\/АРВ-=20,--360°. т им ‹ВЕС=98--360°.п**). 
Зыражая углы С п А, получимь, соотвфтотвенно знакамъ дугь: 
1) С=а--130°.т и А=В--180°.п, 
С-- А=а--180°. тп 
2) С=—(а--180°.т) и А=—(8--180°.п), 
С-- А=—(9--8--180°. т- м). 


откуда 
или откуда 


Подотазляя эти выраженя въ равенство (№) и поступая во 
второмь случа по $ 37, будемь им ть: 


1) ж(9-4-8--180°. ж-- п) == зп (а + 180°.т). вз(В -|- 180°. и) 
-- 63 (&-|--180° . и). зв (8--180°. п) (Р) 

2) —в1(в--8--180°. тп) =[-вв(а--180°. и) ].с8(8--180° и) 
4-8 (&--180°. т). [— 8 (8--180°. п). (0) 

Но разенотво (0) перемЪной знаковъ приводится къ тому же 


виду, какой имфеть разенство (Р); а потому даже будемъ разема- 
тривать только одво это равенство. 


11 Въ равзенивЪ (Р) приведемь функми кь аргументамъ 
&--В, < и В. Такь какъ при этомь оказываеть вияе четиость 


или нечетность 2 и п***), то разсмотримь веЪ различные случаи, 
каке зиъеь возможны; 


*) Порядокъ буквь укэзываеть изправлене дугъ, 
**) Числа т и п найдутся вь зависимости охзъ 2аи2В: если напр. 
2 = 1200° из В = — 2609, то т == Зин =1 (АРВ == 120° и‹)ВЕС == 
== 100); если 2 а == 1310? и 28 == 300°, то и == —4 и п-=-—1 (Л АОВ == 
== — 130? и) ВЕС == — 60°}; ит. кд. 
*+*) Напомнимъ, что концы дугь аи а -- 180°. ж при т четиомъ 
созрадаютъ, а при т нечетномъ таметрально противоположны (см. также 
$ 45 и 49]. 
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1) ти п чиола четныя; тогда т--п также число четное 1), 
(1 


Получимъ зп (&--В)==51 а. е5В--сза. зп В 
2) ти п чиела нечетный; т--п будеть тогда число четйое. 


Получимъ 

зп (а--В)=(— ви а). (—с8 В)-- (—е8 а). (—вп В) (2) 

3) т чотное, а п нечетное, или наоборотъ; т--п тогда ееть 
число печетное. Получимъ 

а) —т (а-- В) = зп а. (—е88)--с3 а. (—зи В) (3,2) 

или Ь) —э1 (а-- В) = (—ви 9). 8 В--(—03а). зп В. (3,Ь) 

Равенстра (1), (2), (3,а) и (3,5) приводять къ одной и той же 


формул 

51 (а-- В)==81 о. сз В--е3 4. зд В. (1Х) 
Общность ея лакимъь образомъ доказана. 
Замтьчанде. Случаи, когда слираютея гъ одну точку двЪ вер- 


шины треугольника или даже веф три, подводятея подъ найденную 


формулу какъ предЗльные. 
65*. Синусъ разности двухъ угловъ. Примфнимь формулу 1Х 


къ угламь а и —В; получимь 
зи [а--(—В)]=0 а. с; (—В)-е5 а.зп (—8), откуда 
8п (<«—В)=51 а. 98—65 4. 51 В. (Х) 


66*, Носивусъ суммы и разности двухъ угловъ. 1} Съ помощью 
формуль приведеня и формулы Х кайдемъ 
сз («-- В)==ви [90°— («--В)]=51 [(90°—а)—В] 
=51 (90°—а). сз В—е5 (90° —а). зп В==65 а. св В—зпа. зи В. 
(хр 


Итакъ 8 (&«-- В)=е8 а сзВ—5па. ви В. 


2) Въ полученной формулБ замЪнимьъ В черезь —В: 
сз [«--(—В)]=ез@. с; (—В)—зп а. зп (—В); 
отсюда 6; (<«—В)=еза. 05 В-- зп о. вп В. (хп) 


67. Тангенсъ суммы и разности двухъ угловъ. 1) ИмФемъ 
_ 88 (&--8) зпа. с5 В--еза. 50 В 
И (а-- В) ва. сзВ—впа. зп В. 


1) Абсолютная величина т -- п составляется изъ абсолютныхъ ве- 
личинЪ т и п или черезъ сложен!е, или черезъ вычитане. 
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Чтобы ввести 15а и 428, раздЪлимъ числителя и знаменателя 
второй дроби на 054.288; получим 


аа зи 
м (а--= 68% ° 63В ва ЮВ 


_ па 18 1—4. 58 (хи 
са ©5В 
2) Повторяя тоть же премь, получимь 
сов ВИ, 
ыы Та В [0:66] 


Замтъчелие. Такъ какъ формула ХЛ выведена изъ общить 
Формуль. то сама обладаеть общностью, а потому формулу ХУ 
можно получить также изъ формулы ХИТ, замфняя 8 черезь — 8. 

68. Оть сложешя и вычитавя двухь угловъь можно поел$до- 
валельно порейти къ сочетанию какого угодно числа слагаемыхъ 
и вычитаемыхь угловъ; напримёръ 
зв (а— Вт) ==за [(&—8)-- 1] == ви (&— В). езт--с3 (& —В). зат; далфе 
примфняемь формулы Х и ХИП. 

69. Синусъ, косинусъ и тангенсъ двойного угла. Въ формулахъ 
пля суммы двухь угловъ полагаемь В==0; получимь 


3п24=2 514. 05а (ХУ) 
632 4685—5120 (ХУ 
_ ща 


70. Чтобы разложить тригонометрическая функции углоБъ Зо и Аа, 
предетавимь 34 въ видВ (2а--а), а 4авь вид (2.24); напримВръ: 

1) жЗо= (2а--а)=31 24.05 4--63 24.504 

=(2 зп а. 34). вза-- (6824—8120). 5 а==3 81 4. 65° @— 513 а. 

Если требуется спа выразить только черезь зп о, то зам$- 

зымь въ послдней формулБ с5?е посредетвомь 1—5; полузимъ 
313 4==8 51 4—4 8134. 

3) 4 а-=51(2.24)-=25084.0324 
==2. (214.030). (6326—8120) ==4 50 9. 693 а—4 084. 508 4. 

11*. НерЪдко бываеть надобно функц!и даннаго угла выразить 
лосредетвомь фупкщи его половны: для этого цфлое разсматриваемъ 
какъ удвоенную половину и примЗняемь $ 69. НапримЪръ: 


а}  зпа-5т (2. ош 


/ 
Ь) сва=е Е . 65 — 09. 
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72*. Синусъ, косинусъ и тангенсъ половины угла По $ 32 и 
но $ ТЕ Б) имемъ 


о = вт 1 


са — Зо 03 а 
2 2 


Изъ этой системы получимь 


ие. ее 
85 =—5 (а) и а (5), 
291—658 
& отеюда $ Е (©). 


@ 
ДалЪе извлекаемь корень, при чемь 1) если знакъ 915, 


о & 
85. и 5 можно узнать заранЪе, то беремь только требуемое 
значене корня*), 2) если же этого ить, то одинаково возможны 
оба знака передь корнемъ'). 


Итакъ вообще 


о ее (УПИ нае аа (3% 
[ 1—6в0**) 
=: а (ХХ) 


*) Пусть напримфръ дано са =0,3 и иромЪ того извЪфетно, что 
650°< «< 700°. Тогиз имЪемъ: 325°<« & < 350°, слБиовательно 815 отри» 


а а 
Цателенъ, сз 5 Положжителень и 35 отрицателенъ; такимъ образомъ въ на- 


<тоящемъ случа: 


а 1 ВЕ а $: —= 
= — -(1—0,3) =—70,35; ен 1-Е 0,3) = ,65; 
те У; 3)=—70,85; 2-51 0,8} = 7655; 


Я 
$ < = — у”. 
ы 13 
1) Доказательство см. въ «Прибавлешяхъ». 
**) Въ этихъь формулахь черевъ У... обозначено положительное 


Значеве корня. 


Значешя а при +У;., и при —У..., конечно, не одинаковы 
[ер. $ 36 прим. 15]. 
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Примьрь. Найти 11 22°30’ Имжемъ р 


45 29930" = уг 45° =У(:-): (2 =): (1 


1--0345° туз В. =) 
а 
УЗ у 


: а 
13*. Если кромв сза дань еше эпо, для опредвлещя 85 


б 
удобнфе иныя формулы: онЪ получатея, если мы, замнивь 35 


зерезъ Уи 5 [85 25 5, дополнимь сназала числителя, % потамь знамена- 


теля до 215085 и примБнимь формулу (а) изъ $ 1} и формулы 


(5) и (а) изъ $ 72. Ихамь: 


5) 4 а. по ра 
55 во | ру _ Ува 
2 2 
[3 РГ. 
фо ыы Е 1 — за 
№) {< === —=— 
е ры вы м 
2 в 


: 5. а а 
74. Задачи о выражени функции дия 31 ЦТ. д. съ ПОмОнЬЮ 


функщи о приводять къ уравнентямь высш степеней. 
р } 
Пусть напримъръ требуется зп-; связать уразнеемь съ впо. 


` 


о 
Замфнимъ а черезъ (3-3) и воспользуемея $ 10 п.1; получимь 


88 б = (33) =3 5 5 —4 3 5 Означая 0 черезь х, будемъ 


и 
З —— — —— 
ВмЪть я де 4886 0. 


УГ. Приведеше выражен! къ виду удобному для 
логариомировавя. 


75. Общее заиъчане. Чтобы выражене удобно было вычиелить 
съ помощью логариемовъ, оно не должно содержать ни вуммъ, ни 
разностей, кром% такихъ, которыя легко найти непосуедетвенно, 

Если это услов1е не выполнено, то слфдуеть данное выраже- 
не преобразовать, — насколько это возможно и выгодно. Главныя 
изъ такихь преобразован мы и разсмотримъ теперь. 

76. Примбры. Начнемь съ нёокольннхъ простёйнихъ солучаевъ. 

1} 1—1? 25°=65225° 2) 1-10 70° ==502 70°==1:082 70° 

3) 51° 50°—052 50°== — (05° 50°— п? 50°) = —08 100°==п 10° 
4) 3 с420° (1—щ220°)=6:. 2820 6, 40° 
1—412720° - 

*) а р 
5) 1--се8а=2 сз? Я [9.9:9) 6) 1—5 а==8 91” (ххП) 
7) 1--зп 40°=1--05 50°=2 св? 25° 


1—впа 1—3 (90°—а) **) 5 @ 
ша = ви (90°—а) = (4 —) 


Заляьчатще, Выраженя: 1), 2), 5), 6) и 7) легко вычисляются 
и въ первопачьльномъ видф 1), но сд$ланныя преобразованйя могуть 


быть полезны, если эти выражен1я сами входять въ составъ дру- 


гихь (какъ въ примЪрЪ 8). 


*) См. $ 72. 
**) См. $ 73Ь) въ обратномъ переход$. 
1) Возьмемъ наприм рт 2 = 1 -+ 17270°. Полагая 1770° == у, найдемъ: 


16у=215 8 70° = 0,87188; у = 7,5485, 
Такимъ обравомъ 2 = 1 - у== 8,5485, 
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71. Преобразовае суммы и разности двухъ синусовъ или 
#осинусовъ. а) Преобразуемь зп а--зп В. Для этого положимъ 


а=д-у и В=7—У 
н примзнимь формулы ТХ и Х ($8 64 и 65); будемь имЪть: 
зп а --зп В==з (2--У)-- зп (2—у)==9 50% ви; 


но ое и ей, такимъ образомъ 
п-ова ЕЙ (ХхШ) 


Прилагая тоть же пр1емъ, получимь: 


Ь) зат В=7 де. сз ее (ХХГУ) 
6) 654--038=2 03 а. 63 ыы (ХХУ) 
9) ва—с38=— 9 и. и 

= 80-5 ев. ше) (ХХУТ) 
Примьры. 1} зп 100°— зп 16°=9 вп 100°—16°  100°--16° 


5 . 28 5 
==2 $1 42°. с358° 

2) с; 12° —05 60°=9 зи 36°. зц 24° 

3) в350°--5и 70°=ви 40°--зи 70°=2 зи 55°, ез 15° 

4) зпа- сз а== 5 а-- зи (90°— а) ==9 зп 45°. с8 (45°— а) == 

2. с8 (45°—а) 

78. Преобразоваше суммы и разнести двухъ тангенсовъ или 

котангенсовъ. Чтобы преобразовать выраженя: 
ВоВ, ора- 008, Шаов и фа В, 

сначала переходимь на синусь и коспнуеь; напримЪръ; 

| зао ЗВ эт («- В) 

} ан са Тв са. 63 В 


*) По $ 37 эп —— 5 ея ее Формула ХХУТ читается такь; 


ф'азность двухъ косинусовъ равна удвоенному произведенио синуса полу- 
‹уммы угловь на синусъ обратной полуразности ихъ. 
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3“ 058 зп(В—а) 
а! 
за с$В сз (а--В). 
с ге 


79. Нёноторыя болфе сложныя выранешя. Преобравуемъ 


зпа--80 В и 02а —вп2В. 
па — п В 
а--В а В а--В ав 
паев Е 
таз в _ а—В ав а-- В о—В 
Я —— 5 в-д- м 
Рик. 
зи а-{-50 В о н 
Отсюда т (ХХУП}) 
а 
2 
Ъ) зп?а—5п2В== (зв а--зи В) (п аз В) = (2 к. ь “ых 


(зб = ме Ви — 58) 


ПримЪняя теперь $ 69, получимь 

эи?а— вп? В==зп (@&+ 8). ви (&—В) (ХХУШ 
80. Преобразуемь зп а-я В-Езиу, евли а--В--т==180°*). 
Имфемъ поиванельНОт 
зп а-рзпВ--зий у= и а-зпВ-- эп (а--В)=2 ви к. 63 я 
а а--В ый 


--2 51 ——=2851 р 5 5 
аа Танай 
= 81 —— 2085 80 = 2655. 2655 685 


2) По $ 77. 
?) Груипируя множители иначе. 
*) Таковы напримЪръ углы треугольника; таковы же углы: 
а == 400°, В -= -—— 320% пу == 100°, ит. д. 
**) у == 180° — (& -+- 8), слфдовательно зп у == 5п (а -+- В). 


== 00—52 Чй 90° —2; слВдовательно 51 м 65 р 
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Итакъ, если а--В--т-==180°, то 
о вт 
зп а--зи В--зй т=4 635. 685.685" (хХХГХ) 
Залиьчалче, Оброщаемъ внимане на существенное отличе 
этой формулы отъ выведенлыхь ранфе: тё обладають общностью, 


тогда какъ формула ХХТХ содержить только частный случай. 


81. Введеше вспомогательнаго угла. Приводя выражеше къ ло- 
тарпемическому виду, иногда бываеть выгодно нЪФкоторыя числа 
замфнить тригонометрическими функщями углоБь. Воть иЗеколько 
такижь олучаевъ. 


1) 5ИУБ— = Там 18° 
2) /УЗ—1=/ 570 


51 (45° а) 
сз 45°. св а 

4) 1-Е 5 «-- 0; «= вп 909-{- зп «+ вп (90°—0); такъ какъ 
во второй части сумма угловъ равна 180°, то примфнимъ формулу 
ХХГХ; тогда: 


3) 1-- в о= 45° ва= 


1-30 @--е8 а==4 5 45° сб |: (5-5) 
5) Чтобы преобразовать зп а--с8а, умножаемъ и дФлимъ это. 


| 5 1 
выражене ва У? и пользуемея тЪмъ, что а 45°=6$ 45°; 


получимь 
зи а--сз «== (вп а. с545°-- еза. зп 45°) =И 2. зв (&-- 45°). 


6) 1--2 за 50°—=2 (аа 50") (зп 30°-Ези 50°) 


==4 зп 40°. сз 10°. 
7) вп? 4—8 05? а==08? а (16 а—3)==68? а (102 а— 102 60°)= 
[*] о 
=: т . 62 аи (4-+-60°) ва (а—60°). 

82. Пусть будуть А и В два выражешя порознь удобныя для 
чогариемовъ, допустимъ еще, что они иМВють положительное зна- 
чеше. Требуется преобразовать А--В и А-В. 

ЗдЪеь иногда бываеть выгодно ввести вепомогательный уголь; 
раземотримь ототь способъ. 


==6324- 
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1. Случай А-В. Имфемь АЧВ=А (: +2) полатаемъ 
ы положительно, а 


В 
теперь 4=16°Ф*); это возможно, такъ какъ 


по абзолютной величинЪ для тангенса ве требуется ограничене. 


А 
Тода А-В=В (1-4 45° ф)==А . 3 ф= те 
П. 1) Случай А-В при услови 4>В. Имфемь 


А—В=А (1-2 такъ какъ 


В 
я положительно и мене едипицы, то 


В 
можно принять 81? ф, посяз чего попучимь 


А-—В=А (1—3? ф)=А. 08°. 

2. Случай А—В при услов1и А<В. ИмЪемь 
А—В=—(В—А); такь какь В>А, то преобразован сводится 
къ предыдущему. 

ХПрлитьрь. Вычислить = 50° — ви? 20°. 

а) По только что излоэженному паходимъ 
х=У 152505. 52 ф-=10 50°. ф, при чемь ф опредфляетея изъ 


НИ 2 _ 8102209 зп 20° 
увломя вп $15509 или зп ф= 5 
Ь) Произведемъ логариемическое вычислеше. 
19 зп ф=16 зп 20°— 10 46 50° 12 = 1 50°-- 0 ф 
_ 55120°=9,53405—10 1 1050°—=0,07619 
1ю ш 50°—0,07619 10 63 ф=9,98133 —10 
9 п ф=9.45786—10 19 х==0,05752 
ф=16°40’39” Ж-=1,14161. 


83. Приведемь къ логариемическому виду корни уравнешя 
д —ах--=0, 
предполагая, что а и 6 положительны и корни уравцевя дЪйстви- 
тельны. РЬшивъ даниое уравнене, получимъ 


*) ф означаетъь здЪсь табличный уголъ. 
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А 4. 
хакь 6 положительно и хорни уравнейя дБйствительны, то 


р Ь и 45). 
Преобразуемь подкоренную разность: = —-б=-- 1—1) такъ 


45 4 о 
0<-;<1; поэтому можно принять 8-80 ф, посяЪ чего будемъ 
а 


0? рр 
меть -——6=-- . 682 Ф. 
и\ д д Ф< 


Такимъ образомь приходимъ къ выраженю 
аа 
х—=——— 63 ®* 
9-5 8$") 


Г ы : 
отеюда, вынося * за скобки и примЗняя $ 16, найдем: 


2=5 (1-3 ф)=4. 08° =. 


[) 
2—5 (1—5 Ф)=а. 5% > 


*) Зиамь И... въ преобразуемон формухжЪ имветъ омыеть абболют- 
ной величины, поэтому, есхи а положительно и ф уголъ чабличный, то 


и“. ©5?ф == т 5 ф. 


УП. Попяте о соетавленйи тригонометричеекихь 
таблиць. 


84. Покажемъ, что для веякаго угла можно вычислить три- 
гонометричесмя функщи —©ь желаемой степенью точности. 

Тригонометричесвя функщи всякаго угла приводятся къ функ- 
щямь положительнаго угла не превышающало 45°; всЪ тригоно- 
мегричеекя функщи можно вычислить по одной изъ нихъ, напр. 
по синусу; изъ этого слЗдуеть, что для нашей цЪли достаточно 
указать способъ, какимь можно было бы вычислить синусь каждаго 
изь угловъ, содержащихся между 0 и 45°. 

Одинъ изъ способовь основанъ на томъ, что при очень малом 
угл можно безъ значительной погр$шности 1) мерпендикулярь за- 
мЪнить дугой и такимъ образомь воспользовалься готовымь значе- 
немь пи*); по этому епособу мы начнемь вычислене съ доста» 
очно малой доли даннаго угла и будемъ уголь увеличивать по- 
степенно, примфняя формулы, выведенныя для двойного угла и 
суммы угловъ. 


1) Доказательство этого будетъ приведено ниже. 
*) Пусть наприм$ръ на чертежЪ 39 уголъ а == 10’. По опред$лен!ю 


ВС Е 
синуса имФемъ зп а = —В ‚ Указанный же сиособъ состоитъ въ томъ, что 


вс х/4В ь 
вмфето —Е мы беремъ — Для вычисленая отого отношеня имемъ: 


218.10 _ лВ `^АВ п. 
360.60 — 1080’ ТНУ По — 1050’ 
пользуясь значенемъ л (см. примч. къ $ 7), получимъ 
АВ 


—#— = 0,002 908 882... 


АВ = 
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85, Для суждетя о погрЗшиноети начальнаго вычислещя мо- 
жеть служить сибрующая теорема. 


Теорема. Если уголь заключаетея между 0 м 90°, то отно- 


шене дуги хь радщуеу превышаеть синусь ментье, чтоль ‘на четверть 
своего хуба. 


А 


Доказательство. \Т.  Покажемъ 


сперва, что при положительномъ остромъ 
углВ отношене дуги къ радлусу болЪе 
синуса и мене тангенса. 

Сравнимь дугу АВ ось перпен- 
дикуляромь ВС и касахельно0й АБ 
(черт. 39). Проведя для этого хорду АВ 
и касахельную РЕ, найдемъ: 1) перпен- 
хикуляръ ВС менЪе дуги АВ, такъ какъ 
онъ мене ея хорды, и 2) дуга АВ ме- 


нЪе касательной АД, потому что дуга АЁ 
меяфе объемлющей ломаной АДА. Такимъ образомъ 


Чер* 39. 


ВС<хАВ<АрР. 


РаздЪливъ оти лиши на А и означая отношеше дуги кь ра- 
русу черозъ а, будемь имЗть 


мжа<а< а *). 


ПП. Доказано, что а>зла. Чжобы изелФиовать а—вио, едф- 
лаемь спачала елздующее преобразоваше: 


[1 вах. 
3194—2515. 5=25 5 и А :] 


"Теперь ъъ поелЪднемь зыражеши замфнимъ 


5 и 5 черезъ 


такъ какъ по доказанному раньше 


а 
э’ 


а с а а, 
< 5 и 5280 5’ 


*) При линеиномь измрен!ти угла это перавенство приметъ видъ: 
а<а< а. 
Н.Рыбкинъ. Прямолинеиная тригонометрзя. 
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то выражеше уменьниггея1), и мы получимъ неравенетво 


а а? 
ша (1-9) 


аз 
а& отеюда а—5'па <. 


Прилиьрь. Пусть 4-10” тогда а-== 0,008 908 888... (см. 
прим$ч. кь $ 84); чтобы упростить изслЪдоване, замфтимь, что 
въ настонщемъ случа а<0,003; пользуяеь этимъ неравенетвомъ, 
получимь изъ доказаппаго выше 


0,002 908 882... —вп 107< 0,25. (0,0083)8 или 

0,002 908 889... —вп 10’<0,000 000 006 15; 
отсюда 0,002 908 882... —зп 107< 0,000 000 01; ел$дов. 
зп 10’—=0,0029088... въ 7 вфрными десятичными знаками. 


86. Въ $ 84 мы предполагали для косинуса исходнаго угла 


вычиелен!е по формул сза=И1—80йа; но практически проще 
иной впособъ. Приводимь ого, 


Исходимь изъ того, что сва выражается риппонально черезъ 


81 5 а имепно 68 а=1—8 вп? ($ 72). 
Для зи 5 имВемь по предыдущему 
аа 1/а\ 
по и 5 "< (8) ; 
{91 — >5й не Е 
УЕ ай А Г. 


. [9 
Теперь въ выражении сва подотавимъ вызето ме сначала 


3 


а 
=. а цотомь 


5 559 въ первомъ случаЪ выражене умепьшится, 


2 


@ ап а? 
1) Такъ какъ р < 45°, 10 5 < 1, поэтому 1 — 17 положительно. 


Такимъ образомъ посл подстановки получились множители также 
положительные; а потому произведенля можно сравнить по величину, 
отдфльныхь множителей | 
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3 во второмь увеличится; слфюовательно получимъ 
а\? а а3\? 
еза> 12) и ва<1—2[5-5) 


2 2 32 
а? аа а 9 
или .3а> Дет и < 1—5 т 
28 


Въ послЬдиемь неравенств можно опустить — такъ 


512’ 
какъ огь огого вгорая часть еще болфе превысить первую. 
И а?\ 2 
Итажь 1 — <еа<|[1т—-—]+—. 
5 <\1—5) 16 
42 
Отсюда видно, что для сза можно принять величину 1-5“ 
5 


— 65 ошибкои монЪе, чЁмъ на > 

87. Примфняя способы, указанные выше (съ н$которыми 
упрощеваями), можно составить такъ пазываемыя таблицы нату- 
ральныхь тригонометрическихь величинь"); & взявъ логариеомы най- 
денныхь чиселъ, получимь тв логариомическля таблицы, которыми 


обыкновенно пользуюгся въ тригонометрическихь вычиеленяхъ. 


Замльчаняе. Въ предыдушемъ только доказана возмоюность 
воставленя тригопометрическихь таблицъ. Относительно того, какъ 
онф были составлены в5 дюйствительноети, замфтимъ лишь, что 
примЗненные способы были весьма слозжны?). 

Въ настоящее же время, —если бы понадобилось составить 
новыя таблицы, —всего удобнфе пользоваться тЪми формудами, ко- 
торыя даетъь высшая математика. 


т) Слово «натуральныхъ» присоединяется, чтобы отличить эти 
таблицы отъ обыкновенныхъ, гдф тригономегрическя величины лога- 
риемированы. 

*) ПодробиЪе объ отомь можно наити напр. въ «Очерк истори 
злоскои тригонометраи», приложенномъ къ учебнику тригонометрли 
Т. Тиме. 


5* 


О РЕШЕНТИ ТРБУГОЛЬНИНОВУ. 


(Тригонометр:я.) 


НЪКОТОРЫЯ ОБЩЯ ЗАМЪЧАШЯ 0 РЕШЕНИ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ. 


88. О тригопометрическомь р3шенфи треугольниковь (0 вы- 


чиеленеи треутольниковь} быдо узе евбазано въ $$ Ти 3. Тенерь 
укажемъ подробнЪе, кавя могутъ быть данныя при рЪшени тре- 
угольниковъ и какя требоватя можно предъявлять къ самому 


р5шенйю. 
Обыкновенный, — практиесяй Г), — случай состоитъ въ томъ, 
что въ тр-кЪ извфетны нфкоторые стороны и углы и требуется вы- 
чиелить остальные стороны и углы. Если же разематривать вопросъ. 
независимо оть практическихь приложевй, то данными будуть слу- 
жить не только стороны и углы, но и друйя величины *), а также 


и различныя соотношеня между ними). 
Въ задачахь на рЪшене треугольниковь словами «рЪ®шить 


треугольникъ» выражаютьъ обыкновенно требован1е опредфлить не- 
извфетные стороны и углы, а иногда и площадь; но къ отдфлу 
о рЬшеши треугольниковь отновятъ также и тЪ задачи, гдз опре- 


ДБляемые элементы иные, чёмъ стороны и углы. 
89. Оть поставленнаго требовашя зависить число данныхъ: 


для лолнаго уБшеня треугольника“) данныхь должно быть "ри и они 


3) ПапримЪръ въ геодезьи (т.-е. при измфрешяхь на мЬетлости), 
2) Паприм$ръ. высота тр-ка, периметръ, радлусъ описаннаго круга, 


площадь гр-ка, каком-либо объемъ, связанный сь :р-номъ, и т. д. 
3) Папримфръ услов1е, что въ искомомъ тр-кВ квадрать стороны 


равенъ произведению двухъ другихь сторонъ, и т. п. 
4) Т.-е. для возможности опредфлить касюдый эпементь тр-ка. 
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должны быть независимы между собой"); если же надо опред®лить 
только иЗкоторые олеменгы, то данныхъ можеть быть и мене трежь *). 

90. Чао касается формы рЪшешя, то слЗдуеть различать за- 
дачи числовыя и буквенныя: 

1) Вь числовыхь задачахъ каждый результать долженъ быть 
представленъ также чиеломь; при отомъ оть енособа рьшевя тре- 
буется, чтобы опь быль кратокь и возможно точенъ 3). Правиль- 
ность вычиеленя контролпрують иногда особыми повфрками: такъ, 
вычиеляють одну п ту же величину по двумъ различнымь форму- 
ЛАМ ИТ. п. 

2) Вь буквепныхь задачахъ можно требовать: 

а) выразить искомыя величины иолько черезь данныя, — хотя бы 
полученныя формулы н не были удобны для вычисления; 

Ь) составить формулы удобныя для вычисленя, — хотя бы эти 
формулы и ие выражали иекомыхь величинъ съ помощью данныхъ, 
а представляли лишь послиздовительное рёшеше 4). 

Удовлетворить оболмъ требованямъ влизстьь не веегда удается; 
въ такихь случаяхь будемь указывать тоть и другой способъ от- 
дДЬльно, или 3 только виюрой слособъ. Наконець иногда будемь 
ограничиваться только главными пунктами въ рЪшени. 


1) ПримВромъ данныхъ зависимыхь между собой могутъь служить 
три угла тр-ка: сумма ихъ должна составлять 180°, слЪдов. трети уголъ 
зависить оть двухъ другихъ. Углы р-ка опредфляють только его форму 
{дають безконечным рядъ подобныхь треугольниковъ}. 

Возьмемь еще соотнощене сторонь 

6: =5:6:7. 
Оно разлагается на три пропорщи: 
а: =5.6, Ь:с=6:7Т и а:с=6:1; 
но третья пропорвя есть слЪдетвзе двухъ другихъ; такимъ образомъ 
ззятое соотношенле содержить два независимыхъ условая. Оно также 
предфляеть только форму треугольника. 

2} Напримфръ, чтобы опредВлить радлусъ описаинаго круга, доста- 
хочно знать сзорону и противолежаций уголъ. 

3) Напомпимъ, что вычисленае производится обыкиовенно при по- 
мощи погариемовъ, слБдов. только приближенно. 

4) Т-е такое, гдБ искомыя величины выражены не только черезъ. 
ранныя, но и черезъь друя величины, найденныя ранЪе. .Неудобство 
такого рЪшензя — возможность накоплензя погр5шностеи въ вычислени. 


УШ. Прямоугольные треугольники. 


Соотношейя между элементами прямоугольнаго треугольника. 
Означимь въ прямоугольномъ треугольникВ черезь А и В острые 
углы и черезь С прямой уголь *); пусть дате числа а, $ ис вы- 
ражаютъ длину сторовъ *?) относительно общей единицы. 

91*. Для сторовъ праямоугольнаго тр-ка геометр1я даеть о- 
отношен1е а?--6?=с?, а для острыхъ углоБъ: А--В==90°. 

Зависимость между острыми углами идигонометрически вы- 
разится въ томь, что функцш одного угла равны родственнымъ. 
функщямь другого ($ 39 н. 3); напримфръ: 

зи А==8и (90°—25)=еВ; сеВ=%4А; ит.д. 

92*. Т. СдЪлаемъ уголь А центральнымъ, описавъ между его. 

сторонами дугу рад1уеомъ с. Тогда по. 


В 
$ 11 будемь имть 
: а |, 
с —=:14 (1) и -=64 (2 
ме - к, (2) 
Г а ‚  Т.-е. об дюленая катета на гипотенузу 
ъ б получается: 1) синусь остраго угла, 
Черт. 40. если дълитея противолежащий*) ка- 


тете, или @) косинус остраго угл. 


если дълитея прилежаиций катеть, 
П. ДЪля равенство (1) на (2) и обратно, найдемъ 


а ь 
т=8А (3) и = 4 (4) 


т.-е. ть Оленя катета на катеть получается: 1} танеенеь 
остраго угла, если Оюлитея противолежкаиий катеть, или 2) 
хотанеенсь остраго угла, если бълитея прилежащий катеть. 

93. На основав1и сказаннаго легко выразить сторону въ за- 
висимоети отъ другой стороны и остраго угла НапримЪръ: 


1) Нодь 4, В и С слЪдуетъ понимать градусныя выражензя угловъ.. 
*) Противолежащихъ означеннымъ угламъ. 
*) Упомянутому острому углу. 
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Для выраженя с черезъ а и В имфемь 


И _ а 
с=сзВ, откуда ср 
Дая выраженя Ф черезь аи А имфемъ: 
1) 150 А, откуда Ь=а.05 А, или 
2) 5=6 А, откуда 6=4а:%А; ит.д. 


Замльчалняе, Полезно запомнлить результалы, указанные въ $ 61, 
и еще слфдуюцие два, вытекающ1е изъ равенствъ (3) и (4) $ 92: 


1) Катеть равен другому катету, умноженному на тангенсь 
угла, противолежащаео первому катету. 


2) Катеть равень другому катету, умноженному на котангенсь 
угла, прилемелцаго къ первому катепту. 


Основные случаи рЬшешя прямоугольныхъ треугольниковъ. 


94. 1-й случай. Даны гилотенуза и острый уголь (си А). 


Рищене. Т. Выражен1е искомыхь величинъ!) 
еъ помощью дацныхъ: 
В=-90°—4; а=с,мА; =. А 
аб с? 62 
б= = ПА . 68 А=-512 А. 

П. Числовой прим ръ: с=857; А=32° 407 15”. 
Вимисленае: В=90°— А=51° 19’45” 
а=с.3п А =с.зпВ*) 
10с=2,93298 \2с=2,93298 

ет А=9,13294 —10 


1050 В=9,92520—10 


2 а—5.66552 - &55—2.85818 


а=462,611 Ь=1721,4 
53—98. 15 а=2,66522 
ВЕ: 106=2,85818 


1225=5,52840 — 
25=333731; 5—166866. 


1) Т.-е. угла В, катетовъ а м В и площади ©. 


*) Для оцпообрамя вмфсто В =с.08 А пучше веяль В=с. за В: 
точность вычислен1я останется та же самая. 
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95. 2-й случай. Даны ватеть и острый уголь (а и 4). 
Рошене. [. Выражен!е искомыхъ величинъ еъ по- 
мощью дапныхь: 


т, И ее Е И 
8=90°—А; СИ А, откуда т, 
а. аб а? 
р=а. 02 А пли 6 ыА' без -.04 4. 


И. Чпеловой прим ръ: а=982; А=68° 21745". 
Вычиелене: 6В==90°— А==796° 38/15” 


— а р д 
р А 
6 а-=2,99211 17 а-=28,99211 
— ют А=9,95127—10 №1 4--0.29966 
66=8,04084 — 156=9,69245 
с=1098,6 р—=492,55 


Площадь 65 вычисляется такь же, какъ въ & 94 (1.-е. по 
формулВ #265=а-15); получимь 5==241839. 


96. 3-й случай. Даны гипотенуза и катеть (с и а). 
Руышене. Т. Выражен1е искомыхь величинъ съ по- 
мощью данныхъ: 


х 
_@ }. _@. ыы 2 ть $ а 2 о 
А =; 86; 6=Ие—а?; 5=5Уе — а. 


Ц. Числовой прим рт: с=08,5; а=47,54. 


Вычиелене. Первый способ. 


в А=:- =с.з1 В 
12 а=1,67706 106=1,76716 
 16=18116 12зп В=9,76548—10 
Е 2А-—9,90990—10 — 1№6=1,58264 — 
А=54°21“20” | р—=34,0908 
6} =35°38^40” 


Цлошадь © вычиеляетея такъ же, какъ въ $ 94. 


*) Выразить самый уголь съ помощью данныхь мы не можемъ. 
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Другой спогобъ. По предыдущему 6=И с —а=иИ(с-а)@—а); 

В 1—3 В 

алзе == вый 
д возьмемъ формулу 5 и ей и подотавимь сюда 


а В е—а 
сз В==-: получимь == ——; уголь А опредфлимь по 
с у |) 9 са’ у р д 


найденному ВБ. 


Произведемь вычислене по этому способу. 
с=58,5 с—а=10,96 
а=41,54А с--а=106,04 
№ (с—а)=1,03981 
1 (с а)=2,02547 
222=3,06528; 106—1,53264; $=384,0908 


25 во 9,01434—10; № 45 —9,50717—10; 


В 
5=11°49'20"; В=35°38’40” 
А=54°21’20” 
.,. В с—а 
Замьчане, Формулой в; = В необходимо  пользо- 
ваться, если а близко къ с, такъ капь въ этомъ случаБ по фор- 
[2 
мулЪ с =80 А=зВ уголь опредЪлится недостаточно точно. 


97. 4-й случай. Даны оби катета (а и 6). 
Рьшене. Т. Выражен1е искомыхъ величинь въ по- 


мощью данпыхъ; 


__ @. г № ИЯ. _ @6 
$2 А=-; 8В= с=Уа +6 > В 


П. Числовой прим ръ: 4=2,3214; 6=3,8947. 


Вычиеленяе. 
а [9 
1 А=- а 
_ 64=0,36515 _  №4==0,36575 
17.=0,59048 юз А==9,70926—10 
Ш А=9,70527—10 ю с—=0,65649 
А==30°41’41” с=4,5341. 


В=59°12/ 13” 
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Вычисляя 5== ., получимъ 5=4,52067, 


Залиъьчоляе. Иногда для вычислешя с удобна также формула 
‹=У а?-Е. Пусть лапр. а==400 и р=508; тогда легко найти 
непосредетвепно: 4?==160000, 252=253009 и елзк. с=у418009: 

Примняя теперь логариемы, получимъ: 

12с—2,80198; с==642,651. 

Н$которые болфе сложные случаи рёшешя прямоугольныхъ 
треугольниковъ. 

98, Задача 1. Дозы гипотенуза и отношеме ватетовь 
(с, а: 6=т: п). 


: т а 
Рищене. ИмЪемъ = но 1=® А; такамъ  образомь 


а 
Г. 
45 А==.. Опредфливь отсюда А, поступаемъ далфе какъ съ $ 94. 


39. Задама 2. Даны гипотенуза и соотвютетвующая ей вы- 
вота (сц 1). 
Ризшенае. 1-% способъ. Имфемъ систему уравнены: #=6.50 А 


и 6=с.с3А. Иеключивь 6, получимъ д=с.30 А .03 А=5 124; 


} 
отеюда п Аи. Опродзливь 2А*) и затёмъ. А, поступаемь 


далЪе какь въ & 94. 

2-й способъ. Пусть будеть АВС (черт. 41) искомый тре- 
угольникъ. 

Воеспользуемея тфмъ, 910 
гилотенуза служить даметромь 
описанной окружноети. Пусть бу- 
деть О ередина гипотенузы; ео- 
единивь С и О, найдемъ: СО= 


—=<6С0.зи СОР изя И. ва 2А, 


2 
откуда зп 8 4=7 и т.д. 


*) Такъ какъ 0 < 4 < 90°, то 034 < 180°; а въ этихъ границахъ 
синусъ даеть два угла: 2А, = фи 24, == 180° —ф. Но легко убЪдилься, 
что при обоихъ углахъ форма треугольника будетъ одинакова; поэтому 
для задачи достаточно взять 24. =ф$. 
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3-й ст0собъ. Им\Жемъ 
Изь нихь  попучимъ 
отсюра: 


уравненя: а2--62=6? и а=ей. 
(а --3сй и (арфа; 
а--5=У (9%) и а—=Ус(с—8®) *)- 
Вызисливь а--0 и а—6, найдемъ заиЪмь а и В; ит.д. 


Замьчелие. Изъ постфоешня видно, что задача невозможна, 


с 
если. >. Тригонометримески это выразится въ томъ, что полу- 


чимъ 124 `>1 (или еж? А`> 0); а при 8-м5 способъ— въ томь, 
что получимь для а—6 мвимое значене. 


100. Задача 3. Даны острый уголь и сумма гипотенузы съ ка- 
нетомь (А, с--0=т). 


Рющшене. Им\емь: с-РВ-=т 


и 6=сС.63А; 
отеюды  с(1--03 А)==т; 


а = А. 
с 1-84 т: 23 


2 
Далфе: 5-=т-—с; а=6.30 А = ( 
=т. в, В=90°—А. 


Подобнымь же имемомъ р®шается прямоугольный треуголь- 


никъ по остфому углу и разности между гипотенузой и, катетомь. 
191. Задача +. 


Даны острый уголь и сумма катетовъ 
(А, а =т). 


Рюшеше. Въ уравневи а--6=1 выразимь калеты съ по- 
мощью тицотенузы и угла 4; получимь посяфдовахельно: 


с. м А-е. 3 А=т; с[за А-- 30 (90°—А)]=т; 


с.25145°. сз (А—45”)==т. Отсюда с== — 


И?. в (А—45°) 
Палфе поступаемь какъ въ $ 94. 
Тоть же способъ примЪняется и въ случа разности катетовъ. 


102. Задача 5. Дины 


гипотенза и сумма катетовь 
(с, аб =т). 


Рющене. Поступая какъ въ предыдущей задаячЪ, вайкемъ 


с.25145°. 3 (А—45°)=т) отеюдь сз в ы 


су? 


*) Означая черезъ а больший катетъ. 
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Опредфливь А —45°, а затБмь А, будемь имфть извфетными 
гипотенузу и острый уголь. 
Тажъ ке слфдуеть поступать и въ случа разности катетовъ. 
103. Задача 6. Даны катеть и сумма гипотенузы 5 другимь 
катетомь (а, е--6=т). 
Ршенае. Въ уравнении с-6=т выразимь с и 6 черезь 
извфетпый калегь и противоположный ему уголь. Получимь 


: | а ЗА 1-8 __ 
послфдовательно: анте „в А=т; пе, 
: се А т ; 
а. =т; О0теюЮда сю о=—. По опредфлени А 9у- 
А 2 а 
231 — 68 — 


28 
дуть известны катетъь и острый уголъ. 
Такъ же р$шается задача и тогда, если дано @ и с-—-5. 
104. Задача 7. Даны периметрь и высота, соотвьтетвующая 
гипотенузь (2р,'1). 


Черт. 42. 


Ризшене. Пусть будеть АВС прямоугольный треутольникъ и 
СР его высота. Отложивъ АЙ=АС п ВЁ=ВС, будемь имфть 
В 
= 

Теперь выразимъ отр$зки ЕД и ОЕ съ помощью # и угловъ 
Е и Е и’ сложимъ о выражен1я: 


ВР=ар; а соедипивъ С’ съ Ё п Г, нолучимъ: Д Ё = | 


ВР=й. ‚В Е=А. ое: ОЕ=й.вшР=й, ов ЕР РР 2р. 
Такимъь образомъ В р==й [и +85 э}=#. в 
8 5-31 5 


А вы то ее: т 


Я 8 Туз 


такъ какъ вамфняя получимъ 


т 


Го . 
ини Изь этого уравнешя найдемъ 
У2. м 581 5 
т В: 
25 5 И 5 Ее 
РУ? 


Преобразуемъ первую часть: 


тоне (5—3) © (++3)===5“- Е. % 
2 а 22 22 2 У? ь 
послВ отого воотвьфтотвующее уравнен!е приметь видь 
д-Ай 1 
2 УЗ в 
4—В < 
Отеюда 63 а что даеть ъозможноеть опредф- 


° ру? 


‚› а затмь А и В**). 


^ 


с5 


р: 


= 


ИТЬ 


105. Въ слБдующихь задачахъ дается соотношеше элементовъ 
прямоутольнаго треугольника и требуется опред$лить углы. 
Задалиь 8, Высота дьлить зипотенузу въ сфеднемь и крайнемь 
отношени. 
Рэощшене. По условно имфемъ 


: ВР НЙ но а и сл®дов 
р Гы т Г ыы 
вр й арт 
А г В у Рей 
Черт. 43. АУ —1=2 зп 18°, 


откуда: № А=уИ2 зп 18°, А=38°10/23”. 


в 
*) «(> += == 65 459 == я 
**) Пусть напр. а = ф; такь какъ кром В того имфемъ :. ых Е 45°, 


то, складывая и вычитая эти равенства, найдемъ 4 =45° -|- фиВ == 45°—9. 
***) Но извЗетной геометрической теоремЪ. 

****) Если величина раздЪлена въ среднемъ и крайнемъ отношении, то 

большая часть равна половин$ всей величины, умноженной на (И Г. 


такъ что АР = = (И5— 1). 
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106. Задвача 9. Стороны прямоуеольнаго треугольника воста- 
вляють аривметическую прогрессю. 

Рушеняе. Означая черезь & меньший катетъ, будемъ имфть, 
зоглаено условно, с—-6=6—@; откуда с-|-а==2; подставляя сюда 
а=с.0 Ви 6-=с.зп В, получимь с--с. 03 В=2с. за Б. 

Такъ какъ с не равно нулю, то 1--08 В-=2 за В; переходя 
здфеь на функши половиннаго угла, получимъ послЗковательно: 


В в В Вв/ В В 
Я 2 — — —° — —— — =} 
2 65 5 Азиз 685; 65 5 (5 ви) 0; 
отсюда: (1) 2-0 и (2) сз Ра сы. 


Уравиеве (1) непригодно для задачи, а изъ уравневя (2), раз- 
В В | 
дЪливъ 06$ части на 50 5’ получимь 9 =, откуда найдемъ 
В=53°1'48”. 
Зальчалие. Казалось бы,— проще воспользоваться тЪмъ, что 
треугольниць съ отношенемъ сторонъ 3:4:5 удовлетворяеть условию 


задачи. Но не надо забывать, что, поступая такъ, мы оставили бы 
открытымь вопрось о числь рашеши*). 


107. зада 10. Стофоны прямоугольнаго треугольника со- 
ставляоть геометрическую прогресс. 


Рулиене. Означая черезь а меньшй кахеть, будемь имЪть 


а 5 а 6 
уе} но р=8А и 6 А; такимъ образомь № А=езА, 
откуда находимь поснфдовательно: 

зи А 


1 ИБ 
=. а хай а о 2 д. И бы 
— 68 А; $0 4=65°4; т А=1—931? 4; пА=—5- 5 


Изь полученныхь значенй для зп А второе невозможно, так 
какь‘ по абсолютной величин превышаеть единицу; & пользуявь 
первымъ значешемь (зп А ==2 ви 18°), найдемь А==38°10'’23". 


х вые 
} Предлагаемъ учащемуся: 1) показать, что изъ равенства с в5 = 


слфдуеть а:Ь:2=3:4:5; 2) вопросъ о сторонахъ рёшить алгебраическя 
[съ помощью уравнешя (5 -- 2)* == 5? -- (6-—2)?] и полученное сравнить 
<ъ.уравневщями (1) м (2) $ 106. 
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Замльчелие. Въ 8 107 и 105 приближенныя значетя А 
равны; можно ожидать, что окажутся равными и точныя значешя, 


з тогда услов1я задачь 8 и 10 будуть слиюдетеями одно другого. 


НЫ р, 
ИН дфиствительно: 1) изъ равенства зп А= у 5—1) можно по- 


пучить ша КУБ-, а 2) равновильность уеловй нетрудно 
доказать геометрически. 


108. Замфчане о способахь рышешя треугольниковъ. Способы, 
предложенные въ $ 99, различаются между собой ие только по со 
держан!ю, но и по самому своему характеру; укажемъ ото различуе. 

Первый способъ — алеебриическаео характера: опредз ленте угла, 
А мы свели къ составленю системы уравнен!й. 

Второй епособъ основань на геометрическихь сообралкеняхь, 
еходныхь съ тёми, кажля прилагаются въ соотеЗтотвующей задачв 
на построен. Такой способъ будемъь называть геометрическим; 
нь наглядн$зе алгебраическаго и иногда проще его1). 

Въ третьомъ ©1особЪ сначала выдфлена геометричеекая задача 
на вычисление и только менышая часть работы осталась па долю 
тригонометрии. 


Въ $ 104 содержится примЪръ смющаннаео способа: задача 


сведена на р®шен1е уравненшя, ио ция того, чтобы его составить, 
сдлано построевте. 


Таже оюе способы мы будемь зиурилавать и далье. Какой изъ 
нихь выгоднЪе примЪфнить въ томь или другомъ случаЪ, — это за- 


висить оть свойетвь задачи; вообще же болЪе надежнымь можно 
признать алгебраическаи слособъ*). 


1) Говоря это, мы имбемъ въ виду также и 1$ задачи, которыя 
будуть ръшены дал%е. 


*) Геометрический способъ нерфдко требуетъ находчивости и менфе 
надежень со стороны общности р$зшемя (какь увидимъ впослдотв!и). 


Г[Х. НЪкоторыя примБнешя прямоугольныхь 
треугольниковъ. 


109. Общее заибчаше. Прямоугольные треугольники прим$- 
няются между прочимь къ равнобедреннымь треугольникамъ, къ пра- 
вильнымь многоугольникамь и къ кругу. 

Ббльшая часть задачь изъ названныхь отдЪловъ ршаются 
съ помощью только одного прямоутольнаго треугольника: для этого 
въ равнобедренномъ треугольник проводять высоту, а вь правиль- 
номь многоугольник рад1усъ и апооему. 


Разберемь н8еколько примровъ. 


110. задача 1. Рюииипь фавнобедренный треугольник по осно- 
ванио 6 и углу при вершинь В. 

Ршенае. Для угловъ АиС имЪемь: 
А=С п А-С=180°—В; —отеюдь 


д=с=9°—. Чтобы  опредЪлить 


а=с и 5, проведемъ выеоту ВД, ко- 
торая даеть равные прямоугольные тре- 
угольцики. Изь тр-ка СВО найдемь: 


19 ом 2 р = 2 

ва> ВИ 5 пли 5 =— 5 , 
Черт. 44. Ь В 
откуда ч—5 158 5 $ 


2 Вр=срЬ. с > ©ъ помощью чего получимъ 


6? В 
9=Ср . ВР=т . со 5 
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111. Задача 2. Сторону правильнаго впиваннаго семиугольнико, 
выразить в6 десятичныхь доляхь радтуса. 


с Ришене. Означимъ искомую 
` сторону черезъ @а.. Проведя ра- 
| длусь СВ и аповему СР, найдемь 
ф\ ИИ 
ь 5 а.=В.заф, откуда 
\ а,== 230 Ф, 
| \ 

р \ 
\, 180° + 

и р! при чем == 95° 49' 51” 

А р 
Черт. 45. 


(съ точностью до 0,5%); теперь 


съ помощью логариемовъ полу- 
чимь 230 ф=-=0,86776. Такимь образомь а.==0,86776 А. 


Зазмльченае. Въ черчеми, чтобы построить приближенно а, 
дФлять пополамъ а.. Полученный выше результаль позволяеть еу- 


дить о степени точности этого пруема (ь аз=В. У 0.36603 В ) 


112. Задача 3. Опредьлить величину дуги*), если хорда равна 
половин радёуса. 


Рьшене. — Означимь 


искомую величину дуги че- 
резь о. Проведя радуеъ СА 
м пернендикуляръ СО, изъ 
треугольника С АД получимь 


в-т7” 


——- ==ва —; Но по условию 
СА 5; у 


В 1 
СА сиЪдова- 
Черт. 46. 


т 
тельно у =} ТКИМЪ обра- 


зомь ви р откуда: 54° 2839"; в=28° 57’ 18". 


———- 


*) Т.-е. ея градусное выражене. 


Н. рыбкияъ. Прямолинейная тригонометр\я. 


82 


1:3. Задача 4. Въ круговомь сектор центральный уголь ра- 
вень а, а раб усь дуги равень В. Опредьлить радуеь г круга, впи- 
саннаго в этоть сектофрь. 

Рещене. 1-й способъ. Пусть 
будеть О центръ вписаннаго круга. 
Проведя ОЕ и СР (въ точки ка- 
саня), будемь имЪть 


ОЕ-0С 515 
а 
или т=(В—г). п 


7 
Отсюда найдемъ 


= (я } вп) : (о 5} 


но 1--50 91-е (оо"—5)= 


Я 
Черт. 47. 


2 
50 
ея (45°); слЪдов. ке 
65? (&5°— 4) 
4 
2-й способъ. Сначала найдемъ искомый радусь посредетвомъ 
построеная. Для этого: 1) раздЪлимь уголь @ пополамь — лишей 
с Ср, 2) изь точки О проведемь 
касательную кь дуг до пересфче- 
щя— въ точк$ М—еь продолже- 
н1емъ радтуса СА и 3) раздВлимь 
пополамь уголь С МО. Точка пере- 
сфчентя его равнодвлящей съ ли- 
шей СР иесть центръ вписаннаго 


* круга. 
А, в Изь тр-ка МО найдемь 
Я. | г=МО. 4%. 
ыы р Ливя МО опредфлится изъ 
Черт. 48 треугольника МСО, а именно 


Мр=Ср.ву=В. 45 для угла ф имфемь = СМЬ= 


1 


и 2 
5 ("54° Пользуясь найденными выражезями, полу- 
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[ а 
чимьъ окончательно  г==Й 85 в (45° — ы 
Отфредълить площадь сегмента, есль даны 


— 


114. Задача 5. 
30004 и=10 м дуга а==57° 20°. 
Рищеше. 1. Составлен1е фор- 


музы. Проведя ралусы СА и СВ, 
ИХ замьтимь, что искомую площадь можно 
Г 9х получить какъ разноеть площадей сек- 
А тора САМВ и треугольника АСВ. 
` 1) Для площади сектора имемь 
Е о **) 
\ В. == 5 `5605 }@ изъ треугольника 


/ 
и р ‘, 


/ `В з 
ь мар а @&а 
ыы В вср получимь В =5:0 5; такммъ 
а а 
1802 —- 


м 
Черт, 49. образомь 5,= (- 4 ‘3860 ) 2 


2) Площадь треугольник» АСВ опредфиихоя кажь въ $ 110, 


а? [23 
з именно б=т` 6 5 
п а? [оз а? а 
3) Игакъ Е 36054 ` © 5" 
У 


П. Вычисленте. Подставляя въ предыдущую формулу дан- 


ныя чиела, получимь (пос сокращеня) 


п. 3446***) а 
5=8.—5.= тов” -56А 26-8 28° 487. 


ЗВычиелимъ отдфльно 5, и 5, и едБлаемь вычитаяе. 


(вычисленле см. иа сяЪд. стр.) 


*) Предлагаемъ учащемуся показать тождественность обоихъ вы“ 


раженти, полученныхь пля г. 


у а 
**) Изъ пропорши = 8602' 
а 51026 3446’ 3446 


***) 3 2 = ея 
360? 360° 21600’ 21600 
6 
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> _ 1.3446  _ а 
р ат а 
Вычисленяе, 
Для 5.) И 1еп==0,49715 8 30? 28° 43’-=9,36834—10 
10 3446==3,53132 12864-2,93651 
_ 4,08447 2.23985 
2.39985 
№5,=1,78469; 5, =54,9115 
Для 5,) 1225=1,39794 


со 28° 48'=0,26133 
85, —1,65987; 5,-=45,6820 


Для 5) 5=5,—5,=8,6455. 


Изакъ искомая площадь содержить 8,6455 кв. единицъ. 


Х. Восоугольные треугольники. 


Соотношеня между элементами косоугольнаго треугольника. 


115*. Сначала укажемь, какъ выразится тригонометрически. 
зависимость между углами треугольника. 

1) Такь какъ въ треугольникВ сумма двухь угловь и трети 
уголь дополняють другь друга до 180°, то ихь сипуеы равны; & 
косинусы, тапгенсы и котангенсы имЪють одинаковую абеолют- 
ную величину, но противоположные знаки?). Такъ будемъ имЪть: 
зв (В--С)==з А; сз3(В+С)=—%4А; вВ=—№(А-+0); ит.д. 

2) Гакъ какь въ треугольник$ половина одного ‘угла и полу- 
сумма двухь другихь угловъ составляють вмЪетВ 90°, то функщия 
полусуммы дзухь угловъ треугольника равны родетвеннымьъ функ- 
щямъ половины третьяго угла?). НапримВръ: 


А--В С. в--С А. В А-С. 
В д 256 5} 5 и э} п =03 —_} ит. д. 
116. Разсмотримъ теперь зависимость между углами и линей- 
ными элемептами. 


Теорема. Во всякомь треугольникь сторона фавна дтаметру 
описаннаго круеп, умножеенному на синуеь противолежещаго угла. 
Сы. $ 62. 

СлБдств!е. Изъ равенетвъ: 
а=2В.тА, 65=2В.щ№В и с=2А.зщС 


а Г с 
п А О 


(см. также слЪд. стр.) 


<л®дуетъ 


1} См. $ 39 п. Га). 
2} См. $ 39 п. 3. 
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т.-е. деля стозоны треугольнике на синуец противолемсащиль углов, 
они выражають Озаметрь описаннаго 


получишь равныя частныя: 


круга. 
117*. Теорема. Во всякомь треугольнияь стороны относятся 


какъ синуеы противолежащихь угловь спеорема синусовь) 
Доказ. Для всякаго треугольника имБемъ: 
д=2 В.А, 20=2А.516, с=2 В.С; 


отсюда слЗдуеть 
а:6:с=51 А: зп В: 1 С *) (ххх} 
118* Теорема. Сул и фазность двуть стороне треугольник 
относятся между собой какь тангенсы полусумиы ч полуразности 


пропиволежащихь угловь (теорема знанаенсовв) 
Доказ. По $ 116 найдемъ 


а--6=21 (50 А--зи В) 


а--ь зп Аз В. 
Ар. 


и а—60=2А (зп Ат р); 


отсюда т 
ПримЪняя здфеь ко второй части формулу ХХУП ($ 79) 


получимъ 
+0: а-б-в 2: и. хх 


119*, Теорема. Во всякомь треугольникь сторона равна сумлие 
двуль бругить стороць, соотвизтетвенно умнозженныхь на восинусь 
угла, образуемаго съ первой стороной. 


См. $ 63. 


120*. Теорема. Во всякомь туеугольнияю ивадуииь стороны 


равень сумлиь квадратовь двуль другить сторон безь удвоеннаго про- 
зведеная иле, уиноженнаго на косинусь уела между нимм. 


е, если 4: В:С=3:4: 


*) Примтьрз. ОпредБлить а:6: 
Сначала наидемь. 4 == 45°, В — 60° и С == 15°. Теперь и. им Бть. 
Ее зп 60° = Е Е 


а: :с == 51 45° : 51 60°: зп 75°. Подставляя зп 45% == 5’ 5 


зп 750 == 08 15° = 3И2+ УЗ, получимъ 
а:6:е= ИЗ: ИЗ - ИЗ-из. 


87 


Доказ. Преобразуемъ геометрическая выражешя для квадрата, 
стороны треугольника прозивъ оетраго угла и противъ тупого угла. 
В 


Черт. 50 Черг. 51. 
а?=02--с2—26. АР. а? = 02 -- с*--26. АР. 
Изъ тр-ка АВР имфемъ 
АР=с.63а, но сза= —6з 4*), 
такъ что АД=-—с.е3 А. 


Изъ тр-ка АВО имФемъ 
АР=с.в3 А 


Подотановка АР приводить къ общей формулЪ 
а?-=0?-|-с?—В4с.3 А. (ХХххХП) 
121. Теорема. Выйота треугольника равна боковой сторон, 
умноэженной на синуеь угла между нею и основанавм. 
Пусть будеть с боковая сторона и 6 оеноване; воотвфт- 
ствующую высоту означимъ черезь /,. Требуется доказать, что 
Рус. зп А. 


Доказ. Здесь сдфдуеть различаль два случая. 


Уголь А острый Уголь А тупой 
(черт. 50). Тогда изъ тр-ка | (черт. 51). Тогда изъ тр-ка 
АВР получимь А,=ес. вп о; 
0 510=504; а потому 
й,=6.88 А. 


АВР попучимъ прямо 
Йу==е . ПА 


Формула получилась общая. 
122. Въ. этомъь параграф® будуть выведены формулы для 
опребьленая угловь треугольника по тремь сторонам. 
Изь равенства ХХХИ находимь 
нефа. 
20% ’ 
но ота формула при многозначныхь чиелахъ неудобна. 


3 А= 


*) См. $ 39 п. 1 и подстрочное прим$чанте. 
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2) СлБдуюния преобразованя той же формулы приводятъ 
кь выражешямь пригоднымъ для логариемировашя. 


2 ВВ 
Имфемъ [С РИ Вал отсюда 
26° 
8 бе — бе — сен а* _ Пей 
ПЕ 55 Е ыВ а "" 
_ 4 —(6-—в} __ (6-+е#—а1 
9 2 
_ (а--ь—е) (а—5--с) _— б-е-а) (-Не—а) 
8$ 2% 
2-24" 2 (р-@). 2 (р 6) т 9 2р.2 (р—а) 
НИ 
ит о бе 
Г $ -ИР-9 #9 . 2—9 в == Р(Р- Р@—а) 
В 
а. к 


(Такь какъ въ треугольник половина угла всегда мене 90°, 
4 А я : 
то пу- и 65 >- положительны, чтб и принято во внимаше при 
извлечеши корня). 
ДЪля равенство ХХХШ на ХХХГУ, наидемь 


Ир—ф) (р—в)** 


{По аналогиь съ выведенными можно составить формулы и для 
остальныхъ угловъ.) 


123. Тангенеь половины узла ‘треугольника легко определить 
также в5 помощью радфуса описаннаго круга. Сд$лаемъ это. 


*) Полагаемь а+5--с=8р; тогда 
ан —с=2р—2с=8 (р— с) 
ан в = (р— 5) 
6 -+е—а=2(р—а). 
**) Мнемоническое замВчан1е къ форм ХХХУ. въ числителдВ вычи- 
таются изъ р стороны, заключающия искомый уголъ 
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Пусть будуть. О центрь виисаннаго круга; г его радуеъ; 
р, Ен Е точки касашя. Замтимъ, что лиши ОА, ОВи ОС 
дЪлать углы треугольника по- 
поламь и что отр$зки сторонь 
при общей вершин$ равны 1). 

Сначала  опредфлимь эти 
отрЁзки. Означая ихъ — вь по- 
рядкВ вершинъ треугольника — 
черезь д, у и 5, получимъ 


т-Ру-2=р; 
но у2=В0 =; 
А р гу В СлБдов. х=ры—а. 
Черт. 52 По аналоги: 


у=р—6 и 2=р-с. 


Теперь изъ прямоугольныхь треугольвиковъ найдемъ 


А т В Е С г 
б-р М-р ро (ХК 


Чтобы произвести вычиелене по этимь формуламъ, надо 
сперва опредлить г; для этого послужатъ равенства 


5=г.р*) и 5=Ур (р—а) (р—5) (р-—6}; 


отсюда, Т== — УрО ве, 


124. Выраженя площади треугольника. .НКъ извЪестнымъ изъ 
геометрии выражешямь площади треугольнйка по длин ииий три- 
гонометрая присоединяеть еще выраженя, содержания углы. Вы- 
ведемъ два болЪе употребительныя. 


я 1 
1) По геометрической теорем имфемь 5= 


96.1; но 


В =с. т А ($ 121); такимь объазомь 
5= 0.31 А (КХХУП 


{словесное выраженае см. на сл$д. стр.) 
1) Напр. АЕ = Аб итд. 


*) Площадь описанной фигуры равна произведено ращуса на по- 
повину периметра 
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т.е. площадь велкаго треугольника равна половине произведеная 
двухо стороне, умномсеннаго на синусь уела межеду ними. 


2) Выражене 5= .зп А преобразуемъ, пользуяеь равен- 


Е В * а ь 
огвами в 1.81 В*) и с и С; 
2 < 
получимь 5=5 “. : но зи А==зи (В--О); 
4? зп В. С**) 
поэтому аа (ХХХУПИ 


Замльчате. Формулы ХХХУП и ХХХУПЕ выведены изъ 
соотношешй, обладающихь общностью, а потому и сами имЗють 


то же свойство. 
Основные случаи рышеня косоугольныхъ треугольниковъ, 


125. 1-й случай. Даны стотона и два угла (а, В, С). 
Рюшене. Для третьяго угла имфемь А=180°—(В--С). 
Чтобы опредфлить стороны 2 и с, сперва находимъь 2 = 


послБ чего получимъ 


59 Д. зп В-=—®-в В . зп С. 
п А 


р ны 
и с=2А. К - 


Для площади имфемъ изъ предыдущаго параграфа: 
_ 4 пр. С 
2 з(6--С) 


Числовой примфръ: а=253; В=38°50'48”; С-=28°42”. 
Вычислене ю 28. 


Вычислене 4. 
В=38°50'48” 1 а=2,40812 
С=723949’ — в 04А**)-—9,94819—10 
В--С==62°39/48” е20=2,45500 
А=111°27'12” 
ни ИИ 
п зп В. 


*} По $ 116 (твор. и сл$дств.} имфемь 6=24. 518 = 7 


**) Мнемоническое зам чан1е: углы В и С прилежать въ сторонф а. 
***) Такъ какъ уголь А тупой, то вмфото зп 4 беремъ эп (180°— 4}, 


т.е. зп (ВС). 
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Вычисленае 6. Вычислене с. 
224 ==2,45500 №2 =2,45500 
+ ва В=9,19143—10 за С=9.60417—10 
106=2,25243 166=8,05917 
р=118,825 | с=114.597 


Для площади найдемъ 5==9092,6. 


Замьчаляе, Если требуется $ и с выразить только съ по- 
мощью данныхь, то надо въ полученныхь выше формулахъь вамф- 
нить зи.А черезь зп (В--С). 


126*. 2-й случай. Даны дв стороны и уголь между ними 
(0, с 4). 

Рюшене. ОпредЪлимъ сначала углы В и С по ихъ полусуммть 
и полуразноети: 1) полусумму найдемъ, вычтя А изъ 180° и взявъ. 
половину осталка; 2) для нахождевня полуразности примфнимъ 
теорему станаенсовь ($ 118); 3) зная полусумму и полуразность 
угловъ, находимь п самые углы — чрезъь сложене и вычитане 
полученныхь результатовъ. 


Когда будуть извфетны В и С, то а опредфлитея по формутБ 


р 1 
= р 4. Для © пмЪемь въ $ 124: 5=956. эй А. 


Числовой примЪръ: р=1123; с=2034; А=172° 15’ 19”. 


Вызислен{е угловъ В и С. 


С-В _180°—А. С-В _в—6 „С+В 
ВИ ЗЫ. 8—9 89 
А-—72°15'19” с=2034 | с—6=911 

180°—А=107°44'41" р=1128 | се 6=3157 
т оеия (С) =8,95958 — 
к ны — 8 (+ =3,49997 
С-В одеьдици на 9.46025 —10 
. мВ 0.13611 
(75596734 и 
ыы 
В= 395188” (= 


щи 9.59696 —10 


(продолжеве на сл®д. стр.) 
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[6=1123, с=2034, А=72515/19”, В=32°18'8”] 


р.п А ы с 
Вычислее 5=Ь.з1 4. 5+ 


Гычислене а=——^-—. 
2 (6.31 А)-=3,02921*) 


51. 


126=3,05088 
123 А=9,97888—10 6 _ 
шоп В —=9,12786—10 125=6,08653 
9==1087750. 


6 а=3,30135 
а=2001,48 
Зазьчанле 1. Не лишнее будетъ указать, что сложеше угловъ 
С, Ви А не можетъ служить повфркой вычисленя (точнЪе говоря, 


не можеть обнаружить ошибки въ опредЗлени 5—); & именье: 
с С--В 180°—А 
углы С и В опредфлены подъ условемъ, что И 


поэтому сложеше С, Ви А равносильно сложенио 180°—А и Л, 
слфдовательно всегда даетъ 180°. 


Замльчилие 2. Въ предыдущемь указанъ только епособъ удоб- 
ный для вычислен1я. Если же требуется выразить искомыя вели- 


чины съ помощью данныхъ, то будемь имфть: 
0 а=Ий- 24.4 ($ 120); далфе, изъ пропорций 


В _6 И Сс Аа 9 в... 81А 
4 а А а учимъ: ) з ыы 


с.3п А 
3) в С => при чемъ здЪеь а падо замфиить предыдущимь вы- 
в . п А. 


разкешемъ; 4) для $ озтапетея прежняя формула 9 = 


127. 3-й случай. Даны двь стороны и уголь, противоленващий 


одной изь нить (а, 6, А). 
р. 4 


Рьшете. Изъ пропорши а получимь за В 

[ 37 ——=— ( = ———, 
ролори жА а у а 

съ помощью чего найдемъ уголь 2; далЪе будемъ имфть: 


о ая а : =——. 
С=180°—(А--В), Е жби = в С. 


*) Взято изъ вычисленл а. 
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Обратимъ вниман!е на вычислеше угла В. ЗдЪеь мы должны 
опредЪлить по синусу такой уголь, который принадлежить косо- 
угольному треугольнику и елфдов. иметь величину между 0 и 180°; 
а въ этихь границахь синусъ (не равный единицЪ) даеть два угла: 
острый и дополнительный тупой; поэзому возникаеть сомнЪне, 
будуть ли пригодны оба угла или только одинь изъ нихъ, и тогда 
какой именно. Этоть вопросъ рЪшается уже сравненемь сторон, 
такъ какъ въ треугольник® тупой уголь можетъ быть только про- 
тивъ большей стороны). 


Въ виду сказаинаго будетъ полезно сначала изолЪдовать за- 
дачу по сравнительной величин данныхъ сторонъ. 


Изслльдовалце. Т. Случай а>6. При этомъ уголь А, какь 
лежашй противъ большей изъ извфетныхь слоронъ, можеть быть 
и острый и тупой. 


Ь. зп А 


Разсмотримь правую часть равенства эп В= -. Еели 


$<а, то и подавно В.зпА<а, а по1ому м В< 1; слдов., за- 
дача возможна всегда”), и зп доставить два угла. Но здЪеь 
уголь В долженъ быть только острый, такъ какъ онъ лежить про- 
тивь стороны, которая не есть большая. 


П. Случай а<Ъ. Тогда уголь А долженъ быть острый, такъ 
какъ онъ лежить противъ стороны, которая менфе другой. 


. $. т А 
Обращаясь къ выражеюю зп а замвтимъ, что 
ели ба, то 6.50 А либо боле а, либо равно а, либо менфе а, 
— въ зависимости оть угла А; поэтому раземотримъ отдЪльно каж- 
дый случай. 


1) Въ предыдущихъ задачахъ мы не встрфчали подобнаго затруд- 
нен1я — вол дствае того, что въ нихъ опред$ляемый уголъ, но свойству 
самой фигуры, могъь быть только острый (таковы напримЪръ: уголъ 44 


2 
утолъ 2.4 въ $ 99, но и тамъ вопросъ былъ рёшенъ сравненемъ однихь 
Уеловъ. 

Теперь же памъ приходится принимать во внимав1е не только 
углы, но и стороны. Этотъ новый характерь изсльдованя и предста- 
>ляетъ существенную особенность разсматриваемаго случая. 

2) Т.-е. при всякомъ значени угла А. 


изъ, $ 96, уголъ 


въ $ 126 ит. д.); исключемемъ служить лишь 
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115.тА>а; тода вВ> Е (или 6з4>0) и задача 


невозможна. 
2) 6.зп А==а; тогда зпВ=1 и треугольникъ оказывается 


прямоугольнымъ. 
3) 6.ш4А<а; тогда зв В<1 и получатея два угла. Вь на- 
слоящемъ случа$ для треугольника надо принять не только 
острый уголъ, но и тупой, такъ какъ сторона 6 болфе 
стороны а, а сторона с не можеть вщять на выборъ 


угла В, потому что сама опредЪляетел въ зависимости отъ 


него. 
Итакъ въ угл В теперь равно возможны два значе- 


ня: фи 180°—ф; соотв$тетвенно этому получимъ также 
Ф; 


по два значеюя для С, си 5*). 
Для наглядности, результаты произведеннаго изелЪдовайя 


помщаемь въ видф таблицы 1). 


а>ь 
т (4<90° пли 6.1 А<а В<90° 
А>90°) 
а<6 1) 0.щшА>а Задача невозможна. 
п (4А<90°) 2) 6.31 А=а В=90°. 
3) 6.14А<а | В, =фи В,=180°—ф 
(два неравные 
греугольника). 


Тепорь для случая юз1В<0 можно дать такое указан: 
если уголь В лежить противъ меньшей?) стороны, то надо взять 
только острый уголъ; еели же уголъ В лежить прогивъ большей 

ы 


отороны, то задача допуекаетъ два рЪшенля. 


Рава 
*) Чго С, не равно С», эзо очевидно Для равенствь с: =с, и: =“: 


требуется, члобы зп С:=з1 С», или С, ++ С, = 180°, но этого нБтЪ (Су - С. = 


== 180°—2 4) 
2} Въ «Прибавленяхъ» задача изслфдована еще по сторонВ с. 


2} Изъ данныхъ 
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128. Для сравненя съ таблицей $ 127 приводимъ еще зоотвЪт- 
етвующуя геометрическая построевя *). 


Т. а>ь 
Искомый тре- 
& угольникъесть 4 ВС. 
р [Треугольникъь САЁ 
ь №: непригоденъ, потому 
в  Ч10 не содержитъ 

ры даннаго угла.] 


Г 1} Задача 
невозможна. 


2) Искомый 
тр-къирямоуголь- 
ныи: АСР. 


$) Два тре- 

угольника: АСВ, 

р и АСВ, (Д АВ.С 

А р Г. в =180°— СВ, В, 
} =180°— В). 


ПИ. а<Ь. 


Черт 54 


129*. Числовые прим Ьры. Нриводимь по одному при- 
м5ру на каждый изъ раземотр®нныхь случаевь указывая соотвЪт- 
отвующе пункты изолЪдованя одинаковой нумерашей этихъ 
пунктовь и примёровъ. 

Формулы, данныя въ началЪ $ 127, мы для удобства вы- 
численя иногда будемъ измфнять, а именно: при полноль рмени 
треугольника удобибе зп В и с вычиелять по формуламь: 


р | а 
в В=55 и сС52Н.3С, т 28 = 


Переходимъ теперь къ самымъ примврамъ, 


т} Подробности мы опускаемъ, полагая, что учащемуся онВ из- 
вБстны изъ геометрии 
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а. ‚ в-еЯ В. : ар 
ет п В ы —2 0} с=88. 8 С: бен с] 
1. Дано: а==700; 6-=:650; А=40°95’. 


Вычислеше 8. 


Вычиеленйе С. 
2 1=2,84519 С=180°— 77° 25'53” = 
— вв 4=9,81180—10 102°34/2” 
82 В=3,03380 Вычисленте с. 
= р=8,81291 3 ю2А=3,03380 
№2И=3,03880 1 зп С=9,98947—10 
0 зп В =9,77961—10 Ю с-=8,02877 
В-=37° 0'58". | 


с=1053,88 
ДЦля площади получимь 9=222050. 


Ц. 2) Дано: а=30; 6=51; А-=49°. 


с 166=1,75587 
3 зп А-=9,82551 —10 
Вычислене 58188 
та Я | пула 


15 зп В==0,10496; 


задача невозможна. 
П. 2) Дано: а=172; 6=97; 


А=47°55'30". 


86—1,98677 
1931 А =9,87056—10 
Вычислене 1,85783 = 
угла В. — 16а=1,851788 


зп В=0,00000 


Если получелный 1031 В есть точный, то В==90°; егли же 
онъ только приближениый, то уголь В опредЪлитея границами 
89°44* и 90°16’. 

[. 3) Дано: а=4; $=0 А-80°. 

Вычислеше В. 
126=0,84510 
—`1828*)=0,90309 
12 зп В==9,94201—10 
В, =61°2'43”; Ву==118°57' 17” 


*) 28 == 4: вл 30° == 8. 
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Соотвфтетвенио двумъ значешямъ угла В получимь далфе 


и 
С, =В,—А =88°51' 11" | С.=В,—А=31°2’45” 
с. =2Й.з1С:==1,99867 и 5иС,=4,12573**) 
56. зп С, = 13,9977 5,50. зв С,=7,29. 


130. 4-й случай. Даны три стороны (а, 6, с). 
Рищеие. Примфияемъ формулы, выведенных въ $ 123: 
НВ ее 
2 ра’ 2 рб’ РИ и 
г=у(р—а) (2-Й @—0: р. 
Числовой прим вбръ: 4=215; 0=500; с=421***). 


Вычиснение (5 г. 


о | 16 (2—2) =2,55145 
—429 + в (р-—5)=1,80126 
мин | 12 (р—с)=2,15836 
,. —_ 6.56107 
— —`юр=2.15664 
ы = 3,8043 
а щ7= 190222 
Вычисневе А. Вычислене В Вычиснене С. 
1ог= 1,90222 1ег—=1,90222 12т—1,90228 


— в (р-а) =2,55145 | № (р-6)=185126 | в(р-6)=2,15836 
5 Е 9.35077 —10 10 Ш -—0,05096 С = 9.14386 —10 


55 р) 
12 535/26” 4824" с 29°0/95” 
А= 9591652” В-=96°49/28” С=58°0744” 


(окончание на сии. стр } 


*) Тань навь В, | В, = 180°, то С, == 180°—В,—А=б— Ан 
|5 = 180° — В, — А = В: —А. 
**) Для повЪрки можеть служить равенсуво $ (с, -- с;) =. с 4 
[ва черт. 54 видно, что $ (48, + 4В,) = 40]. 
, **+) Греугольникль возлоюень, потому чго большая бторона мене 
суммы цвуль другихъ. 


Н. Рыбкипъ. Прямолинеиная тригонометрия, 7 
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Такъь какъ углы А, В и С найдены независимо одинъ оть 
другого, то сложеше ихъ можеть спужить повфркой вычислен я. 


При этомъ сумма иногда немпого отничается оть 180°— вел д- 
ее того, что зычиелене только приближениое: такь въ язмемь 
примБрЕ получимъ не 180°, а 180°074”. 


Что касается площади, то она опредзлится но формул 
5=УИр(р—а) (0—8 (р—9.. 


Пользуясь произведениымь узке вычислеемъ, найдемъ 
ю5-=1(6,56107 -- 2,75664) =4,65886; отсюда 5==45589. 


Но если имфютея готовые юр и ег (какь въ нашемъь вы- 
числеви), то еще проще взять 9==р.г (ем. $ 123); тогда полу- 
чим №09-=2,15664 --1,90222 = 4.65886. 


Залиьчаняе 1. При вычислении угповъ треугольника по тремъ 
сторонамъ формулы $ 123 имфють 10 преимущество, что по нимъ 
вычиелеше проще, чфмъ по другимъ формуламъ, и кромф того 
углы опредфляютеся сь большей степенью точноелиы (чЗмъ напр. по 
синусу или косинус). 


Зампчеляе 9. Въ $ 122 п.1 было указано, что формулы 


_ + — а? __ аа _ а 6—2 
63 д= 5 ‚› 0В= Бе и 5 и 


вообще неудобны для вычислешя; по можно пользоваться и ими, 
если дЪИестыя въ числитенВ легко выполняются непосредетвенно. 
Пуеть ваприм5ръ: а=7; 6=0; с=3. Тогда будемъ имЪть: 


1 11 13 
вА=—9; 8В=ту; сах 
Отехода: А=120°; В=38°12’'48”; С=21247’ 24”. 


Падо однако имфть въ виду, чго по косинусу углы опред$- 
ляются менЪе точно: такъ, складывая А, Ви С, получимъ 180° 0/19", 
(Вымиеляя по тапгенсамъ, мы вамили бы: 


А=120°, В=38°19'46” и (С=21°41’ 18”*) 


*) Значительная разница при вычислеши угла С по косинусу и 
по тангенсу объясняется тфмъ, что с5С близко къ единицЪ (ср. замч. 
къ $ 36). 


99 
Н»Ькоторые болъе сложные случаи решемя косоугольныхъ тре- 
угольниковъ. 


131. Задача 1. Даны стофона, противоленевиий уголь у от- 
нощенае двужь друзиль еторонь (в, А, Б:е=т: п). 


Рилиеще. Зная отпомене меизвЪотпыхь сторонъ и уголь 


мекду ними, можно найти два друге угла: для этого положим 
$= т п с=их п примзнимь теорему тазгенеовъ*). 


Олредъливь В и С, цоотупаемъ какь въ $ 125. 


132. Задача 2. Оптредюлить углы тфеуеольника, если дано 
отиношеняе высоть №: В, =3:4:5. 


Рилиене. Сперва найдемъ отношене оторонъ. 


ИмЪемъ: от Ь == т и =! стВдов. 
ные а 
Г. 

отеюда а:6:с==20 : 15 :12**). 


Зеъз треугольники съ тБмъ же отношещемь сторонъ иодобны 
между собой, слЪдов. имзютъ одинаковые углы; а потому для 
опредьлешя эгихь угловь можно взять любой изъ такихь тре- 
угольниковь, для вычисленя проще всего взять тотъ изъ нихъ, гдЪ 
числами 20, 15 и 12 выражаются самыя стороны треугольника. 
Сдфлавъ ото п поступая. какъ показано въ $ 130, получимъ 

А = 94°56'24”; В==48°71'’; С-=36°49’38”. 


133. Задача 3. Даны два цела и сумме противолемелцихь 
сиюронь (А, В, ав =Вт). 

Решение. Сперва по теорем тансенсовъ опредЪлимъ разность 
а—6 (или Б—а), а затЪмь а и 5. Далве какъ въ $ 125. 


Такъ же поеступаемъ и въ случаВ разности сторонъ. 


134. Задача 4. Даны стофона, зиротиволенениий уголь и сумма, 
двухь Оругихь сторонь (а, А, 6--с=т). 


*) При этомъ х сократится, чВмь будеть тригонометрически по- 
хазано, что углы В и С не зависять отъ обсолютной длины сторонъ 
Бис (иначе данпыя Б:с-=т:и и А достаточны двя опредвленя 
формы тр-ка). 


**) Треугольникъ возмооюень, такъ какъ большая сторона менфе 
суммы двухъ другихъ. 


4* 
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Руъшене. 1-й способе. По $ 116 имфемъ о = Ем С. 
5 


Преобразуемъ вторую часть этого равенетва: 


В С в —С А В-С В—С 
о В--ввс 2-9 > 5) ий — 68 5 
п А зп А ИЕ > о у 
25 15 
В—С*) 
9 я — т А 
Т , = Ре ож = 
акимъь образомъ т. отсюда сз 5 = 91 5 
81 5 


В—С 
Съ помощью огого равенства опредфлямь —5—; а зная 


5“ (- =”) паидемь В и С. 


т" 2 


кром$ того 5 
ВС В-—С 
ДалЪе, зная ыы а Я Ф--с, опредфлимь р—с 


по теоремВ тангенсовъ, послЪ чего пайдемь ф ис 


2-й способъ. На продолжен СА отложимь АЙ)=АВ и 600- 
В 1 сдишмь ВБ съ В; по свойству вифш- 


„#/ пяго угла треугольника будемъ имЪфть 
А 


Ра / ДА=406-- АВВ =3а, епц. а = 9 


А / Изъ тр-ка СВР найдемъ 
ъ } Л 
ы ый Ср _зтСБО о ыы (2 т 5) 
|. СВ тов Иа е А ы 
‚ 51 
р: а В А 
#% 
Черт. 55. откуда эп (2 + 2) = =. - 3 5 ) 


*) Это равенство известно ‘подъ именемъ первоц формулы Мольвейде. 
} Сравнивая оготь результать сь получениымъ въ 1-мъ способъ, 
д В—С 
ВИДИМ, что $1 (в += с3—5—; предлагаемь учащемуся подтвердить 


Это равенство инымь путемъ. 
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1 
Опредзаииъ В+ пайдемь В, а змЪмь и С. ДЦалЪе 


поступаемь такь же, какъ въ $ 125. 


2 
синусу, сстественно взять положеительный уголъ*), т.-е. очитать 
р>с. Но въ такомь предноложени при второмъ способЪ, паходя 


Залиьчаняе. При первомь ©пособь, опредзляя по хо- 


В+ по синусу, надо будеть взять тупой уголь: дЪйетвительно, 
ввели 6>С, 10 В+5>6+%. а такъь какъ (+5) +(с+3) 
=180°, чо +559. 


Предположеше 8+5 <90° соогвЪтетвуеть допущенно 6<с 


и ехВдов. отрицательному значенио угла при первомъ 


р 
210605 

Тавимъ образомъ, строго говоря, для искомыхь эдементовь 
получимъ дви ряда значе; по нетрудно показать, что треуголь- 
ники будуть равны (вр. рышеше той же задачи построешемъ, & 
также $8 99, 102, 104 и 145). 


135. Задача 5. Дины сторона, противолежащай уголь и раз- 
ность двухь Оруеихь стороне (а, А, Б-с=а). 


Рилийие. Задама руЬшаэтся подобно иредыдущеи. При алтебраи- 


а #5 -** 
ческомъ способБ получимъ ар В. а при геометриче- 
69 >- 
2 
4 0 (В— А 
скомъ епособВ — = Ней ТВ ф=90°— — 
а пФ 2 


136. Задача 6. Даны сторона, прилеканий уголь и сумма 
двухь Оругить сторонь (а, В, Б--с==т). 


*) Папомпимь, что если данному косинусу соотв 5тствуеть уголъ а, 
-то ему ке соотвЪтетвуеть уголь — а. 
**} Это есть такь называемая вторая форума Мольвеиде. 
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Имфемь  т-а=ф-е+а=ар 


1-й  сповобь. 
Тенерь ее формулы 


Рюшене. 
т = — 
В /(р—а я © 1 (Ра) (Р-6 ь 
85 И ео . 
УР р(р— ь т ре—9 
С ра В С та. 
получимъ иво = г. г Ри 
опредЪлить неизвзетный 


въ помощью этого равенетва можно 
уголь С, послБ чего задача сведется къ $ 125 
2 & 6106005 Давный уголъ заквлючимгь между данной сторонон 


и суммой неизвфетныхь сторонъ; для этого продолжимъ ВА и 
Соединивъ точки Ди С, изъ 


отложимь АД-==АС. 
р я тр-ка ВОС получимь 
а Вр--ВС _ в (ВСР-ВЬС 
в ВО-ВС %«(ВОБ-ВРЬС) 
ВР--ВС=т-на, 


и : 
ь/ | 
/ но 
ВО-—ВС=тр—а, 
=**) 


4: (ВСР-+ВЬС)=@в 5 
(ВСр-ВОС=С С. 
будемъ 


В 
} 
} 
} 
} 
, 
} 
} 
! 
; 
1 
} 
Н 
{ 
} 
: 
; 
Н 
1 
7 
Н 
! 
Н 
} 
1 


А 
6 
р и 
Такимь  образомъ 
} имЪть ео: ее 
а с — 2 
В 
== — 04 —. 
645 `В 


Черт. 56. 
137. Задача 7. Даны сторона, прилекаций уголь и разность 

Овуть другить стотонъ (а, С, 6—с==а) 

а--а=а-Но—с=@2 (р—с) 


1-й способ. — Имфемъ 
Раздуоливь 65. на № 5 (см 


Ршете. 
8 (р—5). 


и а—4=а—6--е= 


предыдущую задачу), получимъ 


)-Указаше. Должно взять углы противъ неизвъетныхь сторонъ 


ж*\- 
} См. $ 115 п.2. 
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ке В, С _ а--а. 


12 — 5 185 = или 5: : ый" 


еь помощью этого равенства опредФлимъ неизвестный уголъ, В. 


2-й способь. Заключимъ данный уголь между данной еотороной 
п разноетью неизвфетныхь оторонъ, для чего отложимъ АР=АВ. 
А Точку Р соединимъ съ В. 
Изъ тр-ка С.Б получимъ 
а--4 _ 8 3 (80° — $) + (В—9)1 
а—а 1; [(180°—Ф) —(В—5)] 
_ №1 (180° —ЗФ-- В). 
1: 180°_В) 
но 180°— 2ф=А; такимъ обра- 
зомъ будемъ имБть 


Черт. 57. 


Замльчанйе, Коди дано а, В, $—с-=4, т.-е. если данъ уголь 
противъ большей изъ пеизвЪетныхь сторонъ, то рзшене по первому 
способу остапется прежнее, & по второму способу надо продол- 
жить АВ, отложить на полученномь продолжеши ВЁ-=а*) и 
воспользоваться тр-комъь СВЕ. 


138. Задаме 8. Даны два уела и периметрь (А, В, Эр). 


Рулиеие. 1-й сповобъ. Находимь С==180°—(А--В). Далфе, 
по $ 116 имбемь 2р=2Н (т А-- за В--заС) или, примфняя 


формулу ХМХ, 2р=?В. 455 5 р сз <. отеюда 
2 ее зе а 


Сь помощью этого выражешя опредзлимь етороны; напримЁръ 
** 
ий В Е. 
#=38. п А= 86 86 5-56 >. 2315 08 5-= 51-50-55 86; 
ь В 5 Е 
*) Иначе: уголъ смезеный съ даннымь надо заключить между данной 
стороной и разностью неизвзетныхь сторонъ. 


. А А 
**) ПримЗняя соотношене 86-57. 05-5. == {: 
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по аналоги будемь имЪть для двухь другихь еторопъ: 
р= а. и с= ее 
а | ога 
Опредфнимь еще вы Имфемь э==1ре.з0 А; по по 


*) 
предыдущему 0дс=р?. 50° — во (5. а МАЭ ЗА е 63 -; 


сл$довательно получимь 


Черт. 53. 


и АР=с п а" точки Ди йЙсь В; вь тр-к8 ОБЕ сто- 
рона РЕ=2р, 20=% и (ЕС. Проведя СЁ-+ВЕ, пайдемъ 


а=йЁ: вд- ВИ, Е БЕ опредЪлитвя изъ тр-ка ОБЕ, 


а именцо: по теорем$ силусовь ВЕ: р==з С:за ВЕ; по 


р=>. а з БВЕ=зм(Р-- Е) = ы +55 такимъ обра- 


А В 
зомъ ВИ: ар=8и-о- : 68-5-*** (2). Отеода опредЪляемъь ВЕ и под- 
ставляемь въ равенетво (1). 
Данфе какь въ первомь сноеобЪ. 


3-& способъ. Еели требуетея произвести вычисление, 10 вы- 
годнфе пользоваться слЗдующими формулами, полученными на 
основании $ 122: 


*) Пользуемся 1Ъмь, ч10 $04. 5Са = ва. 
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р—а В, С р А ее. р—с А, В 
В, г. 56а 

р 2 р 2 р 
В С В 
Отсюда папримзрь а=р-р 8585; закъ закь |, 5 
и С павботны, 10 для получешя а вычиелимъ отдфльно произ- 


ы 


В 
веден1е р 85 =#— 55 


и резульгаль вычтемь изь р. 


Для площади возьмемъ т формулу 


РР %* 
5—=р ке $ ); 
139. Задача 9. Даны два чела ц радиуеь вписачназо круга 
{/, В, г). 


Рущеше. 1-й способь. Находимь С=180°—(А--В). Центръ 
вписапнаго круга соединимъ 
сь вершинами дапныхъ углоръ 
и проведемь радгуеь въ точку 
касая приложащеи къ нимь 
стороны. 

Для опред Вленя этой сто- 
ропы удобно воспользовагься 
двоякимь вырпоженлемь площади 
иовато тр-ка; а именно площадь 
тр-ка АОДВ выразимь 1) съ помощью основамя и выеоты и 
2) по формуль ХХХУПИ; нолучимъ 


|9 


Чер:. 59 


с не 134 51:8 
р я В 
80+(А--В сз С 


откуда с=г. НИИ с=тг. 


ЗА 80} в 305 А виз В’ 


по аналоги: а=г Е Ь о 
алогиг: =. и =. — =. 
5п:В з1*С з01А 80:С 


*) См $ 136, слЬдуюния двЪ формулы составимъ по аналоги. 
**) Иредлагаемь учащемуся вывес:м эту формулу также изь трех“ 
только чго указанпыхь. 
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Опредфлимь площадь тр-ка АВС: имфемь 9-90. С; 


С 
п С -=2 50 5 [9 5; такимъ. 


А 
ег -312—, 
‚во аб = оо: 5 га 
А. В.С 
— 72 р 
5 0 


образомъ 


2-й способь. Если требуется произвести вычислене, то удобнфе 
иной премъ. Пусть будуть 1, у и 2 отрЪзки оторонъ отъ вер- 
шинь А, Ви С до точекь касалия (ем. черт. 52); тогда 


=г. ош, у". и 2—7. 08 ->. 


Вычиеливь отдфльшо 2, у ип 2, будемь имфть: а=у- 
$=#--2 и с=х-Ру. Площадь опредФлитея по формул 
б=г. р=7(&-НУу- 2). 


Замльчанае. Сравнивая выраженя 5 при томь и другомъ. 


©п0собЪ, заключаемъ, что 
А в [$ Аа. в. С 
И И РО Е 


Предлагаемъ учащемуся вывести ото соотпошене изъ ра- 


венества АБС =180°. 
140. Задаме 10. Дены высота и углы при основании (1, А, В). 
Ризшене. При пользовании чертежомъь мы должны были бы 
отдЪльно разобрать два случая: 1) Л, внутри треугольника и 2) 1, внф. 
треугольника; удобифе поэтому не дЪлать чертежа, а воспользо- 
ваться формулам, общность которыхъ уже доказапа. 


Сначала опредфлимь с изъ двоякаго выражевя площади 


треугольника: 

_ с А. В*). _,„ (А-В) 

(АВ, 98 № и ДваВ. 

Далфе, каковы бы ни были углы А и ВБ, имЗемъ по $ 121 
Й 


-6 


с 


с 2ыа 


=а.тВ и 1 =. А; отеюда а== и . 
о й ь д зп 8 п А 


Площадь опредфлитея по формулЪ 5=5: й,. 


*) См. замБчане къ $ 124. 
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141. Задача 11. Даны двъ стороны и площадь (5%, с, 5). 


Рощене. Изь формулы 5=: 66.зп Аслфдуеть зп А = - . 


Задача невозможна, если 29.>66; уголь А прямой, если 2 5==6с; 
наконець, уголь А имфеть два значавя (А. ==ф и А, =180° — $), 
ели 25<6с*) (сторона а не можеть влять на выборъ угла 4, 
потому что сама зависить оть него). 

Опредфливъ А, будемъ имЪть основной случай (6, с, 4). 

142. Задана 12. Даны площадь, сумма двухь сторонь и уголь 
меду ними (9. Ф--с=т, А). 

Ришени. ИмЪфемь О{+с=т, а изъ формулы 5 =1656.т А 


2 
нандемъ т такимъ образомь ВБ и с равны корням 


уравненя 


ы 


2— т ——=0. 
г зп А 


Рьшивь ото уравнеше, получимь х== ра и" 29. 
2 4 мА’ 


85 
поступая теперь, какъ показано въ $ 83, и полагая 5 


808 
12. зп А + 


приведемъ корни уравненя къ виду 


г, =т. 0825 и 1. т . 502. 


Одинъ изъ этихь корней принимаемъ за 6, а другой за с. 

Далфе будемъ имЪть основной случай (6, с, 4). 

Заммъчелие. Сторону а нетрудно также выразить съ помощью. 
данныхь. Имфемь 42?==52--с?—240.08А; придавая ко второй 
части этого равенства разность 8066—26с, получимъ 


а? == (6 - с) —2 6с (1-- 3 А) == (6+ с}? — 466 . ©? 5: подставляя 
вю б-е=т п 6б= о будемь имфть въ окончалель- 


номъ видф 


А 
а = У :—45. 0%. 


*) Црециагаемь учащемуся иллюстрировать эту двойственность 
гвометрически. 
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143. Задача 13. Даны высота, боковая сторона и противо- 
лежащий ей уголь (1, 0, В). 


Рьшене. По $ 121 имЗемъ #,==Ь.з0 С, огкуда вп с. 


Такъ какъй, <0*). то зп С <1 и предетавляется вопросъ, имЪетъ хи 
в треугольниюь уголь С два зпачешя (ф п 180° —ф) пли только 
одно изь пихъь. Для 91010 обралимь ввимаше еще на стороны с 
и @: сорова с опредЪфлится пезавиеимо олъ С (изь уравнешя 
1, =6.308) и погому иметь вияше на рыборь этого угла; & 
сторона а сама опредЬлиея по пему 


Й 6 Ш 
и И "ПА = — =. 81 +) 


олБдовагельно вопрось рЫнается только сравневшемь  сторонъ 


, т Р4 
ри р. Такимь образомъ изелфдовалае сходно съ тЬмъ, 
какое содержится въ $ 197. 
йа ме ь 
Пусть памр. а ); тогда задача допускаеть слЬдуюцая 


два рыненя***)` 


Ь 
ыы Е а. =—— -.ВВА 
ИЕ" 
Для нлощади получимь 5 ое. В, и 9. = 5-1. 


144. Задача дч. Даны двь стороны и равнодълящая угла 
мезюду- чины (5, с, 1). 

Ришене. Выразимьъ, что площадь треугольника равна сумм 
частеи, па которыя дФлигъ ее прямая {; получимъ 


с , А А 
А = 805-980 5 


*) Предполагаемь, чго задача возможна и 1, не равно $6. 
+*) При этомъ необходимо В < 90° 
***) Предлагаемъ учащемуся иллюстрировать иль геометрически. 
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или 66.3 А= (ОТ. м — 


Представивъь теперь полученное 
уравнение вь вид 


с. 21485 5 = Г. за 


эн 


р 
наидемь, что корни его суть 
А А _($-56)1 
5 = 9) в - 
1) м 0 п ) © = 


Первый корень пепригоденъ для задачи, а второи доставигь 
отвьлъ, если только (5--с)1<2 6с*). 


Опредъливъь А, придемь къ основному случаю (5, с, А) 


145. Задача 15. Даны основанле, высот и уголь при вершин 
Ш, д, В 


к Ь 
Рюшене. ИмВемь =а.мС и а=—.щА; 
зп В 
мА. С 
сидов. = 


й 
т а огеюда м д. С = . В... (1); 
углы А и С сзязамы еще уравнешемь АС =180°— 


... (2); 
такимь образомь приходимь кь рЪшенио тригонометрическои системы 
уравнетли. Замфтимъ, что 


2щА. мС= (А — С) —е(А-С) ни 65(4А-+С=-&В; 
сивдовалельно 


251 А. эм С = 63 (А --С)-- в В. 
Съь помощью этого иреобразоваыця и уравнешя (1) получимъ 
2 
сз (А — в - 0 В —с3 В, 
2 


й 
& полагая Е 00 ф, 


приведемъ это равенетво кь виду 


(А—С)= мет 


Теперь, опредъяивь епачана ф, паидемь залЬмь А — С, поежь 
чего будемъ имЪть извЪеными А—Си,А--С 


= 1 будеть иепригодио для задачи 
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Сторопы а п с опредВпятея изъ уравнеши 
ь=а.зС п № =с. А. 


Числовой призльре. Положимъ 6==10, 1,=5 и В=95°. 
Тогда 64 ф = г =1, елфдовалельно ф==45°. 


ПоелВ этого будемъ имфль 
81 (25° —45°) зп (—20°)  з120° 
3145°  8145° —  5045° 


Овначимъ черезъ а табличный уголь, котораго коеинусъ га- 


тогда А— С == 5 (180°— в). 


в; (А—С)== 


вень № — 
зв 45°’ 
Вычисляя а, лолучимъ 62 4’26”; слфдовательно будемъ имфть: 


Н 


хо-первыхь | во-вторыхь 
А— С =118° 557 34” А — С == —118°55' 34^ 


ас | АЕ 
А==136° 59’ 41” А=18° 9’ 18” 
С—=18° 9718" С=136°57’ 41”. 


(При построенти отому соотвтетвуеть двоякое положене иеко- 
мой вершины на дугВ, выъщающей данный уголь). 


Треугольники получаютея равные. 


(ВЪ ИЗИЗРЕНЯХЬ НА ИВСТНОСТИ, 


ХТ. ИзмБреше лиш и угловъ на земной поверхноети. 
ПроетЪйлие угломЪрные инструменты. 


146. Общее замфчаше. При составленит землем$рныхь пла- 
новъ, а также и въ нЪкоторыхь другихь случаяхт, приходится 
опредЪлять величину лин! и угловъ, назначаемых на, ибстности. 
Эту величину находять или непоесредственнымь измЗрешемь — 
съ помощью овобыхь приборовъ, или зе посредетгомъ вычиелс- 
ня — по тфмъ даннымъ, какая получены уже ране; въ посл$днемъ 
случаБ требуется примневе тригонометри. 

Пать поняце о зомъ и друтомь ©пособЪ и сославляеть цфль 
предетоящаго изложеня. 

147. Изибрене линй. Прямая лия на мФетности указьы- 
вается какими-нибудь хорошо замтными предметами, помфщег- 
ными на ея концахь. Если длина измфряемой лиши значительна, 
то ее надо сначала’ яровьшить, т.-е. поставить рядъ в2%1) по ея 
направлено. 

Цля непосредотвеннаго изм5реня лини на мЪетности наиболВе 
употребительны землелизрная цьть и мюфительная лента. 

ЦЪпь дБлается изъ негибкой желЪзной проволоки. Она имфетъ 
длину 10 саж. и состоить изъ 100 прямыхъ звеньевъ, соединен- 
ныхъ промежуточными кольцами; разелояне между центрами двухъ 
посяфдовательныхь колецъ |}авно 0,1 саж.*). 


1) ВЪха — длинный колъ со значкомъ. 
*) Существують также цфпи, составленныя изъ 70 футовъ. 
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М?$рительная ленла изготовляется изъ зонкой езальной ио- 
лосы. Она имфеть длину также 10 саж. и размЪчена на десятыя 


доли сажени. 

При пользогаш цфиью и м$рительной лентой длина линш 
выражаотея въ саженяхъ и десятыхъ доляхь сажени. 

Не касаяеь здфеь практическихь прлемовъ измфрешя, упомя- 
немъ еще о степени его точности. — Приняло считать, что ошибка 
при измрени цфпью не превышаеть 1 саж. на 500 саж., а 
точность измфреня стальной лентой вдвое болфо. Для большей 


надежиости результата лиийо измБраютъь не одинь разя, а нф- 
сколько разь, и берутъ среднее арпеметичеекое изъ полученныхъ 


чиселъ. 

148. Изм5рене угловъ. Измреше угловъь па м5отноели бы- 
васть двоякое: пии 1) уголь получають графически, т.-е. между 
двумя ливями на бумагВ, или же 2) опредЪияють градусную вели- 
чину угла. 

Мы раземотримь только в1орой способъ, кабъ имфюний 


отношенае въ трихоломстри. 
149. Угломфрные инструменты, Инструменты, служащее для 


опредфлешя градусисй величииы утла, назыгаютея углолизуными. 
Одпи изъ пихъ служать для опредфлен1я угла лолько въ горн- 
зонтаньной илоскости, друге ве изм5ряють уголъ и въ горизонталь- 
ной и въ вертикальюи плоскости. (Углы въ наклонной плоекости 
опредзляются обывповелию съ помощью вычисленая). 
ПросдБииие угломфрные инотрументы суть буесоль и аотро- 
ихь устройетво, укажкемъ 


лябая. 
150. Чтобы легче было понять 


сначала составныя часпиь угломюрнаго инетруметна вообще, 


Тлавиыя чаети вуть лимбб и алидади. 
Мимбом называются кругь, раздфлонный на градусы; при 


измБрен!и угла лимбъ устапавливаеся въ плоскости отого угла, 


центромъ въ его веришиф. 
Алидидой называется линейка, которая врамцаотея въ плос- 


кости лимба около его центра; при пзмфреши утла она напра- 
вляется по 10 сло; оиВ, — наводится па какой-либо иредметъ на 


этой слоройЪ. 
Для паведевя алидады, — для визироватя, — къ ней придфлы- 
ваютея особые приборы, называемые визириьни; простВйиий изъ 
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нихь — дютиры. Они изображены отдЪльно на черт, 60; это двЪ 
пластинки съ ипрорфзами, прикрБиляемыя на концахь алидады 
перпендикулярно къ пей. Одннь доитръ имфеть рядь небольшихь 
круглыхь отверети *), & въ другомъ вырЪзана широкая полоса, и 
въ середин$ ея натянуть черный коневй во- 
лосъ. Центры круглыхъ отверейй и волосокъ 
должны находиться въ одгой глоскости; она 
называется коллилиийонной; эта плоскость должна 
быть перпендикулярна къ плоскости лимба и 
проходить черезъ его центръ; ея перее$ченя 

Черт. 60. съ краями алидады отмЪчаются на отихъ краяхъ 

особыми штрихами. 

При визировазйи па какую-либо чочку ставять алидаду такъ, 
‘лобы для глаза, смотрящаго въ доптръ въ круглыми отвереями, 
точка была закрыта волоскомъ другого илюптра. 

УгломБрный инетрумеить помфщается обыкновенно на раз- 
движномь трепожникз; но между трекожникомъ и инотруменхомъ 
вводится еще спарядь, позволяюцай склонять плоскбеть лимба 
такъ или иначе. ПростЪйшее изъ закихь ириснособлешИ есть бакса: 
210 обобаго рода еферичеся клещи, охватывающя шаръ, которымъ 
внизу оканчивается ось лимба; лакнмъ образомъ лимбъ можеть в].а- 
щатьея около оси, & самая ось мЪнять свое направлене. 

Для установки лимба въ горизонтальной плоскости служить 
уровень, а въ вертикальной плоскости — отвтьсь 2). 

Для установки лимба центромъ надъ вершилою измВряемаго 
угла служить отвБеъ съ заостренной гирькой. 

Перейдемъ теперь къ раземотрфнио буссоли и астроляб1и. 

151. Буссоль служить для измфрешя горизонтальныхь угловъ 
и основана иа свойствЪ маениитной спутьлки принимать одпо и то же 
опредВлецное положеше. 

Приборъ состонтъ изъ цилиндрической коробки, внутри кото- 
рой закрЪилено плоское г]адуеное кольцо, а надъь вимъ, — на 
оетруЪ, — помфщена магпитная етрфлка, служащая какъь бы его 


90900<0000 } 


1} ВмЪето нихъ дБлають также сплошной узкш прорЪзъ. 

*) Если инструменть иметь баксу, то лимбъ можелъ держаться и 
въ нанлоннои плоскости; но такую установку приходится дЪлать глазо- 
чтьрио и потому ей почти не пользуются. 


`°Н. Рыбкунь. Прямолинейная тригонометрая. 8 
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дламетромъ. Для визировашя придфлывають доптры къ самой 
поробкЪ, или же она утверждается па алидадЪф; коллимащюонная 
плоскоеть д1юптровъ проводится черезъ даметръ кольца, при чемъ 
ототь маметрь принимають за пулевой. 

При повертыванш коробки около ся оси магшитная стр$лка 
сохраняеть евое направлене, а градусныя дЗлешя кольца одно 
за другимъ проходять подъ отрлкой. 

ИзмЪревше буссолью сводится къ слБдующему: лоставивъ 
инетрументь въ вершинЪ угла, визируютъь по его сторон% и за- 
мрчаютъ, противъь какого дЗлешя кольца приходитея сЪверный 
конець сехрФлки; то же самое повторяютъ для второй етороны угла; 
по этимъ двумъь наблюдеямъ и опредфляють уголъ'). 

Наибольшая точность измфревя угловъ буссолью-—— до 15°. 

152. Астролябя состоитъ изъ лимба, алидады и двухъ паръ 

доптровь (см. черт. 61). Два 

дюптра прикрфилены къ лимбу 

ф на концахь его нулевого д{аметра; 

они пазываются неподвижными. 

Друге два помЪщаются на кон- 

цахъ алидады и называются 10- 

движными; при пихъ находятся 
верньеры. 

Лимбъ дВлитея их градусы 
и даже полуградуеы; верньеры 
показывають 5’. Коллимацонная 
плоскость неподвижныхъ д1оптровъ 
проходить черезъ нулевой д1аметръ 
лимба; коллимашонная плоскость 
подвижныхь д1оптровъ — черезъ 
пули обоихь верньеровъ. 

Для орлентировашя линй относительно странъ евфта къ астро- 
лябш присоединяется еще магнитная стр$лка. 

153. Чтобы измЪрить горизонтальный уголь (или проекцию 
угла на горизонтальную плоскость), сначала устанавливгмоть лимбъ 
горизонтально, цептромъ надъ верпишой угла; затфмъ, сохраняя 


1) При этомъ способ склонеше магнитном стр$Злки не оказываетъ 
втян!я, если только оно одинаково при обопхъ визироватяхъ. 


я 


торизонтальность лимба, повертываютъ его около центра, пока сквозь 
неподвижные дтоптры не увидять какой- нибудь предметь, находянийея 
на одной изъ сторонъ угла; ие измфняя теперь положеня лимба, 
ставять подвижные дюлтры по направлейю другой стороны угла; 
наковець изпають отечеть по дугЪ лимба между доптрами, 
Точность изузремя горизонтальнахо угла — около 5 


/ 


154. Чтобы измФрить уголь между прямой ливей АВ и 
соризовтальной плоскостью (угол 


навлененйя прямой лини), 
устанавливають лимбъ въ 
вертикальной плоскости, 
проходящей черезь дал- 
ную линио, такъ, чтобы его 
центръ находился на дан- 
} ной лини; затВмъ, удер- 
живая лимбъ въ той же 
плоскости, повертываютъ 
его около центра до 
с ` о ит тВхь поръ, пока даметръ 
% се и й $ 90° —2170° не стаметъ по 
= 7 > отв%су; коллимацонная 
плоскость неподвижныхъь 


дюоптровъ будетъ тогда 
горизонтальна, 
не 


теперь, 
измвняя  положеня 
лимба, ноправляютъь ади- 
даду по лиши АВ и 


отечитывалотъ дугу между 
моптрами. 


Черт 62 (вь$ 155). 


Точвоеть этого из- 


мзремя не божфе какъ 
до 15'*). 


155. Для болЪе точнаго визпровмия на отдаленные предметы!) 


——ы—ы—ы—— 


) Меньшая точность изм5рензя въ случаЪ вертикальнаго угла объ- 
веняется мене точной установкой инструмента 


1) Сквозь длоптры ихъ почти пельзя видфть — по недостатку свЪта. 
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дюптры замфняются зрительной трудой1), а для угловь на- 
клонешя привосдинястея особый вертикальньий ириугё; ТОЧПОСТЬ 
отечитываня въ этомъ случа доводится (вь помощью верньеровъ} 
до 1. Одна изъ такихь усовершенствованныхь астроляб1й изобра- 
жена на черт. 68; для большей устойчивости, опа помщаетея не 
ва бакс, а на подъемпыхь винтахъ 
156. Въ случаяхь, требующихь 06000й точиости измфгения, 
ПОЛЬЗУЮгея зпеодолитогь. 
Теодолить отличается отъ астроляби главнымъ образомъ 
большеи плавностью движевля частей и большей устойчивостью. 
Въ лучших теодолитахъ точпоеть отечитываня доходить до 10” 
{лимбъ раздфленъь па шеегыя доли градуса, а на верньерахъ дуга 
въ 59 дфлени лимба раздБлена на 60 равныхъ частей). 


1) Чтобы можно было визировагь на точку предмета, внутри этой 


трубы устраивается сътка изъ паутинныхъ нитей, на которую и ВИН 
маютъ дьйствительное изображене предмета. 


ХИП. Приложен1е прямолинейной тригонометрия 
къ производетву измфренй на мЪетноети. 


157. Общее замфчане. Мы раземотримъ здфеь только иро- 
«тиьйиия примфненця тригонометр1и, а именно: 1) опредфлеше не- 
пристунныхь*) разезоян и, 2) опредЪлене высоть и 3) составлен1е 
трлангулящи. При оломь мы ограничимся только случаемъ такой 
м$етности, которая можеть ечиталься горизонтальной плоскостью 
или по крайней мЪрЪ позволяеть проводить по нёкоторымъ напра- 
влен1ямъ горизоитальныя пин. 

Непосредственное измБреше линий па мЪетноети представляетъ 
дгоякую трудность: 1) затруднителенъ самый процеееъ измфреня и 
2) сели взятая линя не есть прямая, или если она не горизок- 
тальна, то приходитея дфлаль разнаго ода поправочныя изм5реня 
и вычислешя. Углы же измёряются и легче, и несравненно точи%е. 
Поотому стараются измФреве лини замБнить, наеколько возможно, 
измфрешемь угловъ; лиши же опредзляють преимущественно по- 
средствомъ вычисленя. Большею часлю даже ограничиваются измЪ- 
решемъ только одной линшг; ее называють тогда базисоль 1). 

СдЪланныя замЪчашя необходимо имфть въ виду при р$ис- 
ни названныхь выше задачь, къ которыме мы теперь и перехо- 
Димъ. 

158. Опредблене неприступныхъ разстоянй. ЗдЪеь могуть быть 
три елучая: 1) обЪ конечныя точки доступны; 2) доступна только 
одна изъ коцечныхь точекъ и 3) обЪ конечныя точки недоступны. 

Разсмотримь каждыи случаи. Точки, между которыми опре- 
дфляется разотояне, означимъ черезь Аи В. 


*) Т.-е. пе допускающихъ непосредетвеннаго измврешя. 
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1-й случай. Точки А и В доступны. Рьшенте. а) Если 
хочки Аи В не видны одна изъ другой, то выбирають такую 
точку С, изъ которой были бы видны 
1$ двъ, и измряють уголь АСВ и лиши 
СА и СВ; по этимъ даннымь вычие- 
ляють разотояще АБ*). 


с реа 


ь) Если же точки А и В видны 
одна изъ другой, то измфряють лин!о 
с АС и углы А и С; этихъ данныхь по- 
Черт. 63. сталочно для вычиеленя АВ**). 
2-й случай. Точка А доступна, а точка В недоступна (т.-е. 
наблюдатель имфетъ возможноеть подойти къ точк А, а отЪ точки 
В отдЪлеть какимъ-либо препятстемъ). 


Р5шен!е. Взявь точку 

ь а к И: ВИН" С такъ, чтобы изъ нея были видны 

Ап В, измфряють улы АиС 

Се и базись АС. Линю АВ тогда 

и нетрудно вычислить, такъ какъ въ 

тр-к$ АВС будуть извфетны ©то- 
рона и два угла. 


Черт. 64. 
8-й случай. Точки А и В недбостумны. РЪ шенуе. Выбравъ 
въ доступной м$етпости точки С 
и Л такъ, чобы изь нихъ были 
видны Аи В, измфряють базиеъ 
СР и углы о, В, тид. Изъ двухь 
треугольниковъ, содержащихь СО, 


{ И ы \ } вычисляють СА и СВ; уголъ между 

АХ и 5) уса этими лишями | авенъ @-— В; та- 

Ги р Кимь образомъ можно будетъ вы- 
Черт. 65. чиспить АВ изъ тр-ка АСВ. 


*) Съ цБлью повърки принято искомыя лиши вычислять двумя раз- 
личными способами: такъ въ настоящемъ случаЪ, вычисливъ углы 4 и В 


($ 126), можно сторону с найти по формул с = ая . зп Си по формул. 


. зо С. 


$ 
п В 

**) Для большеи точности измфряють также и уголъ В и сумму 
угловъ сравнивають съ 180°: если окажется разница, то ее разлагаютъ. 
поровну на во три угла. 
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Можно также начать вычислеше съ лишй ДА и ОВ, заклю- 
чаюзщихь уголь 1—5, и опредзлить АВ изъ треугольника АДВ. 


Этоть второй способъ послужить для перваго повЪркой, которая 


особенно полезна въ настоящемъ случаВ — въ виду сложноети вы- 
численя. 


159. Опредфлеве высоты. Разберемь тлавные случаи этой 
задачи. 


1-й случай. Основаняе") достутно. Положимъь напримЪръ, 
что измфряемая высота есть АВ (черт. 66), при земъ точка В 
доступна. 


Р}$шен:е. Изъ точки В проводять 
К на м$етиости какую-нибудь горизонталь- 
№ ную линшо ВС *) и измВряють ея длину; 
| \ положимь, что эта длина есть а. 
ь ПослЪ этого надъ точкой С’ ставятъ 
| : астролябю съ звертикальнымь лимбомь 
| А такъ, чтобы центръ лимба Р быль надъ 
| ь самой точкой С, и опредфзляють уголь 
. Е паклоненйя лиши ДА — епособомъ, объ- 
[ 


ясненнымь въ $ 154; пусть будеть этоть 
уголъ равенъ о. 


ИзмВряють еще — по отвзеу — раз- 
В @ с стояе ЛС; положимъ, что получилось 
Черт. 66. ВС=Ь. 


Зная а, чи, будемъ имЪть для вычисленя высоты 
АВ=АЕ--ЕВ==а 9-5. 


2-й случай. Основолие ‘недостумно. Пусть на черт. 61 высота 


АВ представляеть примфръ такого случая. Предположимъ еще, 
что окружающая м%стность горизоитальна. 


Р$5шен!е. Выбирають на м%Фотноети какую-нибудь доета- 
точно удаленную точку С. ПомЪщають надъ этой точкой аетро- 


1) Т.-е. проекщя вершины на ту горизонтальную плоскость, отъ 
которой считается высота. 


*) Случаи, когда мЪ$етность не донускаетъ такой лини, мы не бу- 
демъ разсматривать. 
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зябю ип, поставивь лимбъ вертикально, измфряють уголь на- 
клонешя лншей ВА*). Затёмь, не измВняя положеня лимба, 
еъ помощью неподвижныхъ 
моптровь  назначають на 
м\Ъетности какую-нибудь ли- 
0 СД по паправленио 
\, к плоскости лимба, а ол дова- 
м <. тельно въ оциой плоскости 
`. `. съ АВ. Эгу линио изм? 
е ^. ряють кахь базиеь. Пако- 
нець переносять въ точку Р 
аотролябю и, поставивъ ее 
на той же высот, кащь въ 
Черт. 67. точкз С, опредВляють угожь 

ваклопещя лиши ЛА. 
Поснф сдЪланныхь измфренй нетрудно вычислить АВ; пусть 
наприм5ръь получилось: СО==а, ЕО=ЕС=Ь ДАЕС=а и 
С АРС=В. Тогда АВ=АС--ВС=АЕ. зи ВВ; а изъ тре- 
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160. Труангулящя. Производя съемку мЪетности, можно по- 
ступить тажимь образомъ: енять во всей подробности какой-либо 
небольшой участокъ, оть него перейти къ смежному, отъ отого 
къ третьему и т. д.. пока не енимемъ вею пазначенную мЪетноеть; 
она будеть при этомъ возникать па планф послЪдовательно, ве- 
большими и сполна отдФланными участками. 

Но такой сповобъ неудобенъ, если сиимаемое пространетво 
значительно: при последовательной съемкВ погр®шноетл въ изм5ре- 
шяхь и вычасцеми пакопляютеся п тВмъ болЪфе, чЪмъ данВе ухо- 
димъ оть основного участка. Поэтому въ такихъ случаяхь съемку 
дЪлаютъ ие послфиовательно, а 760220дя оть общазо ве чает- 
нолиу, т.-е. сначала по всей мЪетпости опредЪляють возможно 
точифе положеше нелиогиль основиыть точекъ") и уже еъ ними 


*) Черезь Ё озпачеть цептръ лимба. 
1) Паибол$е выгодныхъ для съемки. 
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связывають разработку подробностей: тогда ошибки одного участка 
мотуть и не виять 


ва другой, если ихь исходные пункты 
различны. 
Цусть А, В, 


., а, Н оуть главныя точки мотноети, т.-е. 
точки, служация оснозалцемь съемки. Соединивъ ихь напримвръ 


3 


тажуь, кажъ показано на черт. 68, 
получимь етьтреугольниковъ!); 
она, называется хиранеуляей”). 
Чтобы опредзлить взаимное 1по- 
ложене этижь точекь, изм®- 
ряють въ углы сБти и одну 
изъ оторонъь, напримврь АС. 
Тогда сначала р®шають тре- 
утольникъ, содержащий базиеъ, 
отъ этого треугольника пере- 
Черт. 68. ходять къ смежному и т. д 

получене одной и той же сто- 
репы изъ двужъ треугольниковъ (нар. стороны АС изъ тр-ковъ 
АВС и АЕС) спужить повЪркой вычиелен:я. 


Изъ сказаннато ясно, что погрымиость въ измуреши базиеа 
отражается на всемъь послВдующемъ вычиедени; поэтому олъ дол- 
женъ быть измбрень ео веей возможной точностью. Углы изм®ряють 
также при помощи очень точныхь инетрументовь (теодолитовъ). 
Когда составлена уже трангулящя, то, чтобы опредфлить 
положеве какой-либо новой точки, напримЪръ М, надо ее свазать 
еъ однимъ изъ звеньевь трламгулящи, нашр. измФрить улы МАЕ 
МЕА. Лиди МА и МЕ въ ввою очередь могуть служить бази- 
сами для съемки еще болЪе мелкахъ подробноетей; пт. п. 


'1) Стороны такихъ треугольпиковъ иногда содержат ло язокольку 
зерстъ. 

*) Мазваше «трангулящя» иногиа прилагается и къ самому способу 
съемки. 


3) РАлцая треугольникь каждый разъ по сторон и тремъ угламъ. 


ПРИБАВЛЕНИЯ. 


Къ 66. Обычное дБлеме окружности на 360° и т. д. полу- 
чило свое начало еще въ древности. Чиело 360 было выбрано, 
можетъ-быть, потому, что оно очень удобно въ практическомъ 
отпошени, такъ какъ иметь 22 дЪлителя. 

Вь конц ХУП столбия, во Франши, при введени ме- 
трической системы мЪрь предложено было также и десятичное 
ДЪлеше окружности, по которому окружность содержитъ четыреста 
градусовъ, градуеъ ——сто минутъ и минута — сто секундъ!); но это 
новое дЪлеше векорЪ эже было оставлено. ТБмъ не менфе оно не- 
рЪдко ветр$чается теперь на геодезичеекиль?) инструментахь и 
принято за границей многими геодезистами, какъ боле удобное 
для вычисленЕи. 


Къ $6 26 и 25. ИзмБиеная тригонометрическихь функц то 
отдьльнымь четвертямь мозжкно прослЗдить еще иначе, а именно 
въ помощью формуль $ 32. Покажемь ототь споеобъ, а кром$ того 
дадимъ и болЪе сгрогй выводъь тъхъ 7редловь, которые считаются 
значенями функции для концовъ четверти. 

Т. ИзмВнешя синуса и косипуса раземотримъ такъ же, какъ 
и рашьше, т.-е. по чертежу, — который, между прочимъ, легко 
удерживается и въ памяти. 

Что касается въ частности, значений 0, —1 п 1, то для 
нихъ докажемъ слфдующее: если подвижной радиуеь неопредьленно 


1) Въ новой систем для градуса принятъ знакь в, минута и секунда 
обозначаются попрежнему (такъ пишуть 137 40’ 35"). 

2) Геодемя (практическая геометрая) занимается различными измЁ- 
ренями на земной поверхности. 
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приблмиисаетея къ главнолу бламетру, то его проекщя ча этотьь 


буаменирь ‘иметь пребтьломь рабтусь, в проекия ‘на другой главный, 
дуаметуь неопредьленио уменьшается. 


Дъиотвительно: 1) Такъ какь хорда ВЕ менфе дуги ВА. Е, 


то лишя ОС, равная ВД, менъе 
А, дуги ВА, ‘и потому также не- 
опредъленно уменьшима. 7) Изъ 
треугольника ОВД нахордимъ, что 
ОВ—Ор< ВР и епБдовательно 
ОВ—Ор<ВА,; если же ВА, 
неопредЪленно уменьшается, то 
длина ОВ есть предЪль длины ОД. 

П. Освоивмиеь еъ измЪне- 


взями синуса и косинуеа, легко 
Черт. 69 уже относительно 


А 


остальныхь 
функщй соображать по ихь за- 
зисимости отъ первыхъ двухъ. Приведемъь примЪры. 


1) Укажемь ходь тангенса во Ш чехверти. — ИмЪемъ 
50 9. 


45а = ——. Заключая по измзнешямьъ чиелителя и знаменателя объ 


измзнени самой дроби, найдемъ, во-первыхь, что во ИП четверти 
тангенеъь отрицателенъ, потому что синусъ и косинусъ здесь имВютЪ 
разные знаки *); :о-вторыхь, по абсолютной величин емнуеъ умень- 


иается, коеинуеъь увеличивается, слБдовательно тангенеъ ‘умень- 
шаетея. Для концовъ Ц четверти получимъ 


зв 90° 1 за 180° о 
4 а * ие емны 
590 0 94° —0 ра с; 180° —1 ы 
2) Укажемь еще ходь секамеа въ ПП] четверти. — Имъемь 
1 


Такь какь въ ИТ четвеми сз отрицалеленъ, то 


и 30 отрицателенъ; по абсолютной величин сзо уменьшается, 


1) ЗамЪтимь, что это разсужрене о знакахь имфетъь только мние- 


моническое значен1е, такь какь мы обращались уже къ чертежу при 
$0 
самомъ вывод формулы 45 а == 


© 


) Истинный смыслъ огой условной записи допженъ быть ясенъ 
учащемуся изъ $ 26. ЗамЪфтимъ. что зАЪесь необходимо уже разли- 
чать {би —0 


124 


слфдов. зва увеличивается. Для концовь Ш[ четверти нолучимъ 


1 1 1 1 
5 оном, кии дерыды.° РЫЧБ ЗОНЕ о == ——— г —--— - 
50 180° = ея реф И 802709 ао — 0 


3) Подобнымъ же образомъ для с 180° пайдемъ: а) если 


—=—©; 


уголь 180° относится ко Ш четверти, то ей 180° = б 
Ь) если же уголъ 180° относится къ Ш четверти, то с 180 °= 


—1 
—— со. 
7" 
Такъ же поступаемъ и въ остальныхь случаяхъ. 


Нь $ 29. Одинаковыя фазы вь объ перодичесной фуниии. 


Въ ходф перТодической функщи полезно отмфтить особымъ назва- 
н1емъ тв значешя, которыя не только равны вами, но и соиро- 
вождаютея соотвФтелвенно равными предыдущими и посл$дующими. 
Они называются одипаковыми фазами 1). Такъ, напримЪръ, въ ходЪ 
синуса при 30° и 750° получаются одинаковыя фазы; а 30° и 
150° хотя и дають равныя зиаченя синуса, по это уже нс будуть 
одинаковыя фазы °). 

Пользуявеь новымь понятемъ, можно пор1оду дать такое 
опредЪлене: иеродь есть разстояне по ареументу мемеду блимсай- 


шили одинаковыми фазами. 
Къ $$ ЗЗи 34. Другое доказательство. Пользуявь черте- 
жами $ 14, будемъ разоматрирать веЪ четверти вмЪет$. 
а) Въ какой бы четверти ни была точка В, изъ треуголь- 
ника ОБС находимь ВС*--ОС*=0ОВ?, откуда 


ВС*, 002 ОВз ВС\* /0С\? 
Пт Е (в) + (=) -1 


есть абсомотиая величина зп 0; 


ЗамЪтимь теперь, что В 


по будетъ ли па равепъ- Ех или Ба въ томь и другомъ 


1} Слово фаза означаетъ собственно явлеше. 
2) Во П четверти синусъ принимаеть т же значемя, что и 


въ [ четверти, но порядокъ ихъ обратных 
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2 ОСА 
случа =) =512 0; Точно лакь же всегда в) ==63? 0. Такимъ 


образомь для каждом четверти имбемъ зи? а-- 3 а-=1. 
5) Во вебхь чегвергяхь ЛОЁЛо ОВС; 


АЕ_ ВС АЕ _ ВС р | 
обе 9 ав 


опвдовалельно 
`В 

ПослЬдинля три отношенмя ехужать абсолютными величинами для 
450, па и с5а; чтобы перейти па самыя функщи, требуются еще 
сопровождающие знаки ?); но въ каждой четверти они таковы, ч1о 
ихь можно приписать 6езь нарушеня фавенетва: это яего изъ 


п 9 
таблицы знаковъ въ $ 27. Такимъ образомъ всегда 4 и 


` 


Е 63а 
6) ТЪмь же опособомь докажемъ, что © а 


Ъ) Вь каждой четвели ЛОЕА «ОВС и сиковалельно 


ОЕ _ОВ. а или ОЕ * 0 
9-00’ 8 баПЕГИ т В 
. ОЕ оС 
Отношетия то и В. елужалтъ абсолютными, величинами 


для зон 630; по такъ какъ зса и сза вездЪ имВють одинаковые 
знаки (ем. $ 27), 10 ироизведеше ихъ абеолютныхь величинъ равно 
произведеню самихъ функций. Такимъ образомь веегда 36. ез а==1. 


е) ТБмь ме премомь докажемъ и формулу ее а.зпо=1. 


Кь $6 32 и 35. Изь $ 22 видно, что если извфотна одна 
какая-либо тригонометрическая функця, то возможно построить 
подвижной радуеъ, а сифдовательшо п ‘найти остальныя пять 
функций. Но для того, чтобы изъ шести количествь одно можно 
было назпачать произвольно, & остальныя опредЪлялиеь бы по 
нему, эги шесть кодичествь должны быть связаны между собой 
пятью различными уравнензями. Такимъ образомъ между тригоно- 


метрическими функщями одного и лого же угла существуеть вза- 
имная зависимость, 


которая сводитея къ пяти самостоятельнымь 
уравнешямъ. 


1) Такь, для П четверзи, чтобы переити на {2 а, за и сза, надо 
АЕ ВС ос 
имЪхь: НПА и — в ° 
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Уравневя $ 32 соотвфтетвують сказанному выше: дфйстви- 
тельно, мы имфемъ пять уравневш, и опи независимы между 
собой, потому что каждое сл$дующее содержить функцйо, какой“ 


нЪть въ предыдущихъ. 
Нь $88 47 и 48. СлБдующее соображене пе только даеть 


соотношеше знаковъ. но п объясняеть его происхомедене. 
Образпиь впимыше па то, что равпред$лене*) знаковъ 
синуса есть повернулое на -- 90° (вмво на 90°) распредБлете 
знаковъ косинуса, какъ показываеть приложенный чертежъ (для 
наглядности, область от- 


рицательныхь значений 


затушевана). Отеюда вл$- 
дуетъ, что п (&-- 90°) и 
сза им$ють одинаковые 
знаки, а 08(а&-+ 90°) 
имБеть знажъ одинаковый 
Черт. 70. съ вп (&--180°) и сл$дов. 
обратный съ ва. 


Изъ сказаннаго слЪдуетъ още, ч1о зп (&--270°) и св (а--180°) 
имфють одинаковые знаки, » потому зп (а--2710°) и сво имютъ 
противоположные знаки; такъь ке пайдемъ, что 05 (&--270°) имфеть 


знакъ одинаковый съ зп (а--360°), а олфдов, и съ зпа. 
НКъ $ 55. Понятие обз обрапецьноь круговым фупнцёнжь. 


57 


Дуга, соотвфтствующая данному синусу, очевидно, зависить отъ 
того числа, которое едфлано значенемъ синуса, — есть фуниия 


этого числа. То зне самое можпо сказать и въ случа ковинуса, 
тангенса и т. д. Отсюда возпикаеть поняте объ обратныхь иру- 


20выть ?) функщяхъ. 


1) Мо четвертямъ круга. 

2) "Синусъ, косинусъ и т. к. называются еще круговыми функщями, 
такъ какъ связаны со свойствами круга. Это назван1е употребляется 
преимущественно въ высшей математикЪф, п тамъ аргументомъ круговои 
фуниши служить не уголъ, а выражен!е дуги въ частяхь радтуса, раз- 
сматриваемое притомъ не какь м$ра угла, а вакь отвлеченное алге- 


браическое количество. 
Съ этой новой точки зря мы и будемъ говорить далЪе объ, 


обратныхь круговыхъ фуннщяхь 
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СоотвФлетвенио прямымъ круговымъ функщямъ, он имЗють 
олфдующия названя и обозначещя: 


арксивусъ| арккосинусъ| арктангенсъ  арккотангенсъ|арксекансъ|арккосекансь 


атезй аг0с$ агое агссе агс5о 876656 


Такъ, можно паливаль у=агешх; здфеь у есть фувкщя, 
4 аргументь, атс знакъ зависимости у оть х (которая состоитъ 
въ томь, что дня попученя у надо х принять за тангеноь и найти 
соотвфтствующую дугу). Подобный же емыелъ имфеть равенство 


1 с 
ато 5=6=0,52860; ит. д. 


Изь $ 58 слфдуеть, что обралныя круговыя функщи суть 
мюгозначныя 1). Во избЪжане сбивчивости, обозначешями агсзи, 
агс0з и т. д. пользуются обыкновенно только тогда, когда имЪють 
въ виду одно иростойиее значене обратной функцш, т.-е. паи- 
меньшее по абеолютной величин, а если такихь значешй два”), 
то положительное изъ вихъ (при этомь услови атези я, ато х, 


п п 
асс х и 216036 х содержатся между +5 и —5, 221065 2 и 81050 
между 0 и п); такъ будемъ имЪть: 
1 и 2 И 
атози == ахесв — в эго = ит.д. 


Къ $6 64, 65 и 66. Въ частиыхь случаяхь выводъ формуль 
для вп (&2ЕВ) и сз (&-ЕВ) можно едфлать насляднЪе и, кромЪ того, 
безъ теоремъ о рЪшен треугольника, а иеходя лишь изъ осноз- 
ныхь понято тригонометри.. Помфщаемъ здЪеь примфръ такого 
зывода. 


1) Фуньшя называется многозначной, если одному и/тому же зна- 
ченшо аргумента соотв тствуеть нъсколько зчаченй функщи. Примфромъ 
такой функции въ алгебр можеть служить корень. 

*\ Какъ въ случаЪ агсосзх и агезс я. 
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Пусгь будуть а и В положительные углы, въ сумыЪ вовта- 


вляющ!е менфе 90°, и пусль а болЪе, чБмъ В. Въ тригопометри- 
чеекомъ круг отложимъ уголь & 


и огь ого конца въ обБ стороны 
уголъ равный В (черт. 71). ЗатЁмъ 
построимъ тригонометричеекля ли- 
ви, соотвфтетвуюнйя винусву и 
косппуеу угловь о, В*), а-Ви 
&—В: для этого проведемъ хорду 

02=+) и опустимъ перпендикуляры 
па лию ОА изъ точекъь С, В 
и 2. Проведемъь еще три вепомо- 


Е КЕ НА 
гательныя линш: 
ЕК Ол, ЕРТОА п ВМ !ОА. 


Черт. 71 
Теперь будемь имЪть: 
ва авс 
РН 
5 (а В) = 2 


50 м 


63 бурый —- 


Но СР=ГИ+СОГ=ЕК-СГ, ОР=ОК-РК=оОК-—ЕГ, 
РИ=МК=ЕК—ЕМ=ЕК-—СГ, ОП=ОкК-+-КН=оОК-+рМ 
=О^--ЕГ. 
Такимъ образомъ 
п чер еАьСА (1) п 6 И = (2). 


Лшийи ЕК, СГ, ОК и ЕЁ суть категы тр-ковь ОЁК и СЕ, 
которые лодобны треугольнику О0ВС***). Изь этого подобя 
олфдуетъ 

ЕК _ОК_ ОЕ 
Ва 06а ов 


СГ ВЕ СЁ 
0< Вв< 05 


*) Начальныме радлусомъ угла В спужить ОВ 


**) Тогда получимь СЕ. ОВ. 
***) Тр-ки ОЕК и ОВС имфюль обпри уголь а; въ трюк СЕЁ 


угояъ ГОЁ-=АОВ=« по соотвЪгственной перпендикулярности сторонъ 
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РаздЪливъ здфеь каждую линию на А, попучимъ 


РИ ша 19009: (3) 
СР ва А: вва ав В:1 (4) 
Отеюда наидемъ 
пеъ (3) ВА па. 6, ва. В 
изъ (4) —р =. 50 В, ата. в в. 


Подетавляя эти выраженя въ тавенетта (1) и (2), будемь 
имЪть 
58 (< -Е В) = 51а. (58-050. 81 В 


8 (< 3:8) =ева. ез В-=япа. ва В. 


Заляъчелие. Сдфланный нами выводъ быль совлиетный для 
о.---В и а—В. При отдюльномь разборЪ, для случая суммы въ чер- 
тежф 71 будуть лишними лин ОД, РЕ, РН и ОМ; но для слу- 
чая разности слфдуеть сохранить тоть же чертежъ и тв же пере- 
ходы въ лишяхь, закь какъ для составлешя функшй угла В его 
надо будеть построить, какъ положительный, влЪво оть его па- 
чальнаго радзуса ОВ*). 


Нъ $ 71. Полезно еще замЪтить, что ве6 тригонометричесщя 
функции какого угодно угла выражаются рашональнот) черезъ 
тангесь половины этого угла. Для доказательства достаточно раз- 
омотрЪть зпа и в8а, потому что остальныя функщи выражаются 
черезъ эти дв ралпонально. 


а @ 
1) Вь равенетв6 зпа=2% 585 раздфлимъ и умножимъ 


вторую часть на 85 и примБнимъ- формулы П, 1У и УЦ; по- 


лучимъ 


*] Уголъ ВОР сь тригонометрическои точки зря есть —В. 
1) Т.е. безь помощи извлеченя корня. 


Н Быбкинь Прямолинеиная тригонометщя. 3 
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А ть 5 
“5 
2 2 Э° 1-2 


2) Вь равенетв$ са 08° 2 раздлимъ и умножимъ 
п примЗнимь т же формулы; получимъ 


вторую часть на 65* > 
| 

— 
1—№ 5 


08 а= 1— 02% (ве = 
2 2 8 2 „@ 
А 


Нъ $ 72. Дохазательство двойньть знаковз вз формулажа 
ХУ, ХТХ, Хх, Прежде всего пояснимъ, почему доказательство 


дЪиствительно требуется. Возьмемъь для примфра №. На первый 


взгляд двойственность знака можеть казаться очевидной, потому 
что тангенеомъ способно быть и положительное и отрицательное 
число, и ни ©ъ какимъ опредфленвымь угломъ онъ здфеь не свя- 
занъ. Но не надо забывать, что хотя уголь & и неизвфотень, но 
предполагается извфетнымъ 68а, а мы не вправ рЬшать заранте, 
а*)} 


что 0 воякимь значешемъ с5а совмьстны оба знака для ®-— 


*) Для наглядности зам тимъ, что съ такимь же правомъ можно бы 
совм стны и со всякимъ вначеншемъ 


предположить, что оба знака для & 
вп п; а между тБмъ этого н®тъ: при данномъ зп « возможенъ только один 


знань для Ш 5, 8 именно одинаковый съ эпа (какь видно изъ сравневя 


г а а а а а 
формулъ эп а = 25п 5" 685 и 185. = 81 57:63 ы 
ы то, опредьляя == э` По формул ХХ, 


Если, напримЪръ, эп а 8 
[см. $ 36, примЪръ 11 и затЪфмъ 


„будемъ имЪть: 1) вва= т 


ав --И(1=: (=; (+ 
аще: (1+). 


[тотъ жерезульта1ь можно получитьизь уравнея 51 а 


выведеннаго въ прибавлеши кь $ 7] 
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Переходимъ къ самому доказательству, 
сли данъ 08а, а значешя а ничфмъ не ограничены, то 


: и : 
опредълезе фузкций > Равновильно ихь опредЪленио для 9602 


значешй а, допускаемыхь даннымъ значешемъь косинуса. Пусть 
будеть изъ нихъ х ваименьшее положительное; тогда на основанти 
$ 56 п. 2 будемь имфть а= 2+ 360°, ип, и слфдовательно 


[2 х Б 
а а +180 . й, 


Поемотримъ, въ какихь точкахъ оканчиваются дуги этого 
# 
ряда. Для 5 получаются двЗ точки ва концахъ хорды парал- 
лельной вертикальцому д1аметру, слфдов. въ двухъ смежныхь 
[и 
четвертяхь; для >. получимь: при п четномъ тЪ же точки, что и 
раньше, а при и нечетномь даметрально противоположныя имъ. 
д 0 
Такимъ образомь концы дугъ 3 суть четыре точки, распред$лен- 


ныя по вбъмь четвертямъ; сиЪфдовательно, находя функи этихь 
дугь, мы вохрфтимь каждую функцио какъ въ положительнымъ 
значешемь, такъ п съ отрицательнымъ. 

Итакъ, если дано значеше косинуса и требуется олред$лить 
значене одной изъ функЦШ подъ единетвеннымь услов1емъ, что 
вторая дуга составляетъ половину первой дуги, то задача допуекаетъ 
бва рЪшенйя *). 


Нь $ 73. Формулы (а) и (5) $ 713 можно получить также изъ 
формулы ХХ. Цокажемъ, почему при этомъ препадалотъ Е, етояще 


передъ У.... 
1) Умножимь въ формул ХХ числителя и знаменателя под- 
хоренной дроби на 1-39; получимъ 


1 — в5?а п?а 
в5= Ук Ут 


т) Исли опредБлять отдьльно зп 5 85 и 5 › то получаются два 


руынензя; если же опредьлять подборъь двухь изъ этихь функций или 
воВхЪ трехъ, то получаются четыре р%шеня. 
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за — 
Но было бы ошибочно всегда замфнять уе. 
(1-8 а)? 

8 р не 
черезь тд’ 96 вино изъ слфдующаго: черезь У... обо» 


значенъ положительный корень (ем. прим5ч. къ форм. ХХ), между 


тЪмъ какъ 


па 
— можеть имЪть не только положительное, но 
18а 


и отрицательное значене?); въ послЬдиемъ случаЪ положитель- 
81а 

1 ева. 

Согласовать знаки можно при помощи слБдующаго сообра- 


нымъ значенемьъ будеть — 


: вп 

женя: значене дроби ———— положительно или отрицательно 
1 +054 

въ зависимости от $п а, такъ какь 1--с5 а всееди положительно 3); 


[#2 
но зао имъеть тоть же знакъ, каАКЪ И $2 7? что видно изъ раз- 


. р с оо. , 
ложенй па 50 > - 635. и Ш = 9:05;  Такимъ 


2 2’ 


образомь значеня 


Ви > до знаку одинаковы 
1 за 5 2 у у 


[од —= 
Поэтому, когда мы беремъ 42 5 -И..., то должны при 


—- 5 а а — 
этомъ взять И... =; а когда беремь в2=- И... 
ы 1-- за’ й р 55 у...) 
то при этомь полагаем И — 
р "14а 
Въ обоихь случаяхь окончательно будемь имЪть 
я па 
м 
2 1-03а 


2) Для получешя формулы (5) умножимъ подъ корнемъ чис- 
лителя и знаменателя па 1—050; а вопроеъ о знакахь рёшаетея 
такь же, какъ и въ первомь случа. 


1} Въ зависимости огь а 
*) Т-е лотя бы сва былъ и отрицазелень 
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Въ 86 ЭТ и 92. Въ составъ треугольника входягь три ето- 
ровы и три угла; но изъ этихь шести элементовъ постаточно 
имЪть три (исключая случай трехъ угловъ). члобы можно было 
мотроить треугольникь и ельдов. получить остальные три эле- 
мента. Если же ихь можно получить построеемь, то возможно 
и вычиелить, а для этого должно существовать етолько различ- 
ныхь уравнении, сколько олементовь остаются неизвЪетными, т.-е. 
три уравнемя. Итамъ, зависимость между сторонами и углами тре- 
угольника сводится къ зпремю фазличнымь соотношенямъ. 


Жюли 
соотношени получено бонБе трехъ, то нзкоторыя изъ нихь будуть 
узке слябдетвьями пругихъ. 


Зъ прямоугольномъ треугольникЪ основными соотношенями 
можно очитать. папримВръ, сабдующия: 


А-В =90°, 2-й = и а=е. мА. 
Остальныя легко получить какь ихь си бдетвзе. 


Въ 85 115 и 117 —120. Въ предыдущемь") было уже объ- 


яснено, что между углами и сторонами треугольника возможны 
только три незавиеимыхь соотношения 


Въ косоугольномъ треутольникз такими соотношенями можно 
считать, напримфръ, слЪдуюния: 
а ТА а мА 
АВС =18°° (4), Тв ® и = ©) 
Остальныя формулы можно вывести изъ этихъ трехъ. 
Для примбра выведемъ равенетво а ==? -- 2? —24с.е3 А. 
Прежде всего, ма основаши пропорийи (2) и (3), выразимъ 
а, фи с съ помошью общахо множителя, полатая 
а=К.м А, 6=К.В и с=К.С. 
Телерь получимъ 02 =-Ё? 51? А; но изъ раз. (1) сифдуеть, 
что зп А = (В--С); посиЪ этого будемь имЪть: 
а? = 2302 (В.-- С) = К (за В 3 С-- сз В зи СУ 
= К? зи? В сз? С -- К? с? В 302 С -- 2 К зи Взм С сз ВС 
== К? 31? В (1 — 1? С) -- Е? за? С (1 — за? В) 2 а Вза С з ВС 
== 2 зи? В -- К? за? С — 2 К? зи? В 302 С-- 2 за Ва СВ оС 
= К? 02 В -- К? 302 С -- 2 за ВзвС (63ВсзС —в ВС) 
= К? 5? В КС -- 2 м В зи С 8 (ВС). 


См прибави кь 5 91 и 92 
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Но по уеловно Ё.з0В=ф и Й.5щС=с, а по рав. (1) 
сз (В--С) =—‹А. Такимъ образомъ, нослБ замЪны, получимъ 


а? == 02-1 2" —2 6.65 А. 


Нь $ 126, Для повьрки вычиеленя, предложеннаго въ $ 196, 


можно воспользоваться отношешемъ суммы или разности данныхь 
сторонъ къ третьей сторон; а именно съ помощью $ 116 нетрудно 


`получить слфдующия дв$ формулы: 
и —В А м —В. 4* 
(Со: а: 5. и ( В: а=п—9— 1685 . 


ПримЪнимъ, папримфръ, первую изъ нихь; 18 (6-6) и ва 
возьмемь готовыми изъ имфющагося р$фшешя, а 19681(С—В)} 
н е5А, или №Ю6:(С-+85), найдемъ вновь; повфрочное 


вычислен1е будетъь таково: 
16 (с 5) = 3,49927 _ в (С—В) == 9,9684? —10 
юа=3,30135 ес (С-В) -==9,77055 —10 
0,19798 0,19798 

Залиьчетче. Мы получили полное совпадене результатовъ, но 

на это не всегда можно разечитывать, вслВдотвйе того, что логарие- 
мическое вычисленю не есть точное; можно во воякомъ случав 
требовать, чтобы результаты были достаточно близки между собою 


(см. такзке прибавл. къ $ 129). 
Нъ $ 127. Изслъдовеие задачи по сторотль с, Опредфлимъ 


оторону с въ помощью данныт — изъ уравненя 
а? =02-1- с? — 246.08. 
Предотавивь 10 уравнеюе въ видЪ 
61 —З6 ев А.с — (42—62) =0, 
с=0.3 АУ. с А (а — 59) 


найдемъ 
с=ф. ЗАИР. ви? А, 


или 
ИзсяВдуемъ первое выражеше с при а>ё и при а<6. 


*) Опф извЪотны подъ имепемъ формуль Мольвейде (см. также 8$ 184 


и 135). 
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1. Пусть а>6. Ели а>ф, то а?—5?*>0; слЪдов. подь 
корнемъ сумма положительныхь чисель, и потому значефя с дЪй- 
ствительны. Изъ положительности @”— 5? слБдуеть также, что 
збеолютная величина корня болфе абсолютной величины 9.684; 


поэтому, взявъ Уи -..) мы получимъ положительное с, хотя бы 
$.с3А было и отрицательно *); паоборотъь, взявь —У..., полу- 
чимъ отрицательное с, хотя бы 2.5 А было положительно. 

Итакъ, при а> задама всегда возможна и допускаеть одно 
рзенте. 

П. Пуеь а<Ъ. Въ отомъ случаз а?—<0; для дФй- 
отвительности с требуется, чтобы 6 05° А-- (42—45?) =0 или, 
иначе, 4*— 0? 31° А —=0, откуда а2. А*). Положимъ, что 
это услове выполнено, и сравнимъ по абсолютной величинЪ 
$.А и И..... Ви 4—5<0, №0 Ре?А-(а— 0) 
<? А; сл$довательно абеолютная величина корвя менфе абео- 
лютной величины 0.034. 

Поэтому, если 6.сз.А отрицательно, т,-е. если уголь А 
тупой, то оба значеня с будуть отрицательцы; такимь образомъ 
при А_>90” задача невозможна. 

Предположимъ теперь, что А < 90° и слЪдовательно 6. 03 А 
положительно: тогда, еели а>р. п д то с имфеть два значешя, 
и они оба положительны; сели же а==.зп А, то получается 
одно рёшенше, также положительное. 

Итакь, въ случа а<ф имфемы 

1) задача невозможна при а<6.мА ипри А>90°; 

_ 2) вли А<90° п кром$ того а>6.3и А, то задача до- 
пускаетъь два рЪшешя при а@>ф.з1А и одно р®ёшеше при 
а=ф. м А. 


Къ 9 129. Выполнимъ ту поврку, которая указана въ при- 
мфчати къ примзру П, 3. 

Имфемь с, = 1,99867 ип с, = 412513;  слфдовательно 
$(с: с) =6,06220; а вычиеляя 6.634, получимь 6.6 А= 
—6,06214. Такимъ образомъ оказалось несовпаден1е на 0,00006, 
которое объясняетея неточностью погариемичеекахо вычислешя. 


1) При 4 тупомъ. 
*) Такь кацьаи 6 зп А положительны, то можно по неравенству 
ихъ квадратовъ заключить о такомъ же неравенств первыхь степеней. 
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Изъ чертежа 54 видно также, ч10 с; и с, можно вычиелить 
еще по“ слЪдующимь формуламъ: 
=. 3 А-а. 88, и с,=0.3 А-а. 63В.. 


Вычисливъ для этого отдфльно 6.63А и а.038В,, полу- 
чимъ затВмъ 


с = 17,99864 и с.=4,12564, 


значешя, которыя пемного отличалотся отъ напдепныхь танБе. 

Эги прим$ры, между прочимъ, показываюгь, что въ ирибли- 
эженномь вычислеши результать зависить п огъ 61060ба, какимъ 
онъ полученъ. 


ео 


